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1 Uvod

Pri proucevanju razli¢nih dogodkov, pojavov, lastnosti elementov, ipd., si je velikokrat
pot do rezultata mogoce olajsati s pomocjo razli¢nih analiz ali rekonstrukcij. Podatke,
ki jih je mogocCe zbrati na razlicne nacine, je potrebno po doloCenih zakonih ali
predpisih urediti. Podatki so lahko:

o temperature, izmerjene s temperaturnim senzorjem na razlicnih mestih,

o temperature, izmerjene S temperaturnim senzorjem na istem mestu v ¢asovnih
presledkih,

« izmerjeni ekonomskosocialni kazalci,

« izmerjeni pretoki skozi cevovode,

« tocke, doloCene z od¢itavanjem povrsine, itd [9].

Za vse zgoraj nastete podatke (in tudi ostale neomenjene) velja, da so le redko zbrani v
neko urejeno obliko, ki bi ze sama po sebi ponujala reSitev, ampak jih je potrebno v
urejeno obliko Sele spraviti. To velja tudi za podatke, ki se jih dobi z od¢itavanjem
povrsine. Ti podatki so ponavadi neurejeni in razprseni.

Podatki, na podlagi katerih je potrebno narediti rekonstrukcijo ploskve, so lahko
dobljeni na razlicne nacine: z mehanskim sistemom za odcCitavanje 3D tock, z
laserskim 3D skenerjem, s pomocjo ultrazvoka, itd. Te tocke so lahko razprSene po
ravnini (2D ali ravninske), ali pa so razprSene v prostoru (3D ali prostorske).

Namen je torej, da bi bilo iz vhodnih neurejenih podatkov, ki so lahko ravninski ali
prostorski, mogocCe sklepati o geometriji in topologiji povrSine, o0z. z nacrtnim
odcitavanjem tock zagotoviti digitaliziran model povrSine ali modela, ki bi ga bilo
mogoce uporabiti pri analiziranju ali pri modeliranju vecjih, bolj zahtevnih oblik. Pri
tem je ena moznost nacin, pri katerem se ugotavljajo odnosi med podatki, rezultat pa je
popis povrsine s funkcijo (v odvisnosti od kompleksnosti povrsine) in drugi, ki temelji
na razli¢nih algoritmih racunske geometrije, in tocke v prostoru povezuje v "dobre"
trikotnike, te pa naprej v optimalno trikotnisko mrezo.

V nadaljevanju je pozornost posvecena drugi moznosti, t.j. z uporabo razli¢nih

algoritmov racunske geometrije izdelati algoritem, ki bo sposoben rekonstrukcije
povrsine, ki ne bo nujno konveksna.
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Za pridobivanje razprSenih podatkov je bil izbran mehanski sistem za odc¢itavanje 3D
toCk. Pri tem nacinu odCitavanja je najvecji problem natan¢nost sistema. Za opisan
primer je bilo odloceno, da je poudarek na prikazu postopka od¢itavanja in ne na
natancnosti sistema. Sistem je sestavljen iz treh palic in treh potenciometrov v treh
vrtis¢ih. Potenciometri od¢itavajo relativni kot med posameznimi palicami, kar
zadosCa za dolocCitev koordinat tocke v prostoru. Z uporabo opti¢nih enkoderjev v
zgibih in po narocilu izdelanih elementov, bi se natan¢nost bistveno povecala, vendar
bi se s tem sistem podrazil.

V racunski geometriji vsa teorija temelji na konveksnosti. Tako na stopnji lupin na
ravnini, kot tudi kasneje pri konstruiranju lupin v prostoru. Vecina algoritmov, ki
gotovo reSujejo probleme pri nedvoumni konveksnosti, pri konstrukeciji ali
rekonstrukciji povrsine, ki ni nujno konveksna, v popolnosti odpove. Tako je bilo
potrebno za reSitev zdruziti razlicne nacine reSevanja in ideje, ki jih uporabljajo
razli¢ni algoritmi, pri tem pa postaviti tudi nekaj omejitev, ki jih na tej stopnji ni
mogoce preseci.

Algoritmi za dolo¢anje konveksnih lupin temeljijo na ovijanju (deterministicen nacin)
ali na dodajanju posameznih tock in doloc¢anju, ali lezi to¢ka znotraj ali zunaj lupine in
v odvisnosti od tega popravljanju lupine (nakljucen nacin). Ta dva nacina konkavnosti
ne prepoznavata; vsako konkavno teme postavita v notranjost lupine. Na Sliki 1.1 je
prikazano konkavno podro¢je povrSine. Zgoraj omenjena nacina tocke p ne bi
prepoznala kot del lupin, ampak bi jo postavila v njeno notranjost. Konkavna so tudi
vsa temena na robu /. Algoritem, ki bo sposoben prepoznavanja konkavnosti, bo v
principu podoben nacinu ovijanja, vendar bo hkrati uposteval odnose med tockami, kar
popisujeta Voronoi diagram in Delaunayeva triangulacija.

Slika 1.1 Konkavno podrocje povrSine je v tocki p in po robu /.
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Lupino je potrebno glede na toc¢ke v prostoru oblikovati iz povrsinskih elemetnov. To
so lahko trikotniki, Stirikotniki ali kak$ni drugi konveksni mnogokotniki. V
nadaljevanju je prikazan postopek, ki lupino v prostoru oblikuje iz optimalnih
trikotnikov. Tako razdelitev omogoca Delaunayeva triangulacija, ki zagotovi
maksimiziranje najmanjsih kotov (Slika 1.1).

V naslednjem poglavju je predstavljenih nekaj pogledov, ki so v zgodovini vodili, da
se je geometrija kot taka sploh rodila in se kasneje pod razlicnimi vplivi razvijala do
nivoja, na kakrSnem je danes. Z uveljavitvijo raCunalnikov se je v sklopu geometrije
razvila nova veja, t.i. racunska geometrija, ki si pri reSevanju geometrijskih problemov
pomaga s posebnimi podatkovnimi strukturami in z razli¢nimi metodami reSevanja
(algoritmi) s pomoc¢jo racunalnika.

Splosno gledano je racunska geometrija proucevanje algoritmov, s pomocjo katerih se
resujejo geometrijski problemi na raCunalniku.

Pri oZjem pojmovanju rafunske geometrije je ta opredeljena kot proces iskanja in
razvricanja preko doloCene mnozice elementov. Najpreprostejsi primer je razvrs€anje
enodimenzionalnih tock po koordinatnih vrednostih. Naj bo niz N sestavljen iz n
elementov na realni osi R. Pri tem naj R predstavlja enodimenzionalen prostor R!.
Naloga je razvrstiti elemente po njihovih koordinatah. Temu ustreza (Slika 1.2):

Problem razvrséanja:
Potrebno je poiskati ureditev H(N) na R, ki bo oblikovana iz danega niza to¢k N in bo
zadostila zahtevanim pogojem [7].

Slika 1.2 Razvrstitev H(N) predstavlja ureditev toCk p; glede na koordinatno vrednost.

S problemom razvr§€anja se povezuje problem iskanja.
Problem iskanja:

Potrebno je zdruziti ureditev H'(N) z ureditvijo H(N) tako, da je pri katerikoli dani
tocki g€ R mogoce dolociti interval v H(N), ki to to¢ko vsebuje.
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V primeru prostorske triangulacije je ureditev H(N) triangualcija 7(N) preko danega
niza to¢k v R3. Ureditev 7(N) enaka D(N), t.j. Delaunayevi triangulaciji, ki je najboljsa
mozna razdelitev, saj maksimizira najmanjse kote trikotnikov (Slika 1.3).

Slika 1.3 D(N); n =51 niza Nv R3.

Pri dinamic¢nih procesih se niz N spreminja z dodajanjem oziroma odvzemanjem tock
oz. katerihkoli drugih elementov. Tu je potrebno hitro prilagajanje ureditev H(N) in
H'(N) med vsakim dejanjem dodajanja ali odvzemanja.

Problema razvrs¢anja in iskanja se lahko zdruzita: dan je niz N, sestavljen iz n
elementov na osi R. Oblikovati je mogoce ureditvi H(N) in H'(N). S pomocjo slednje je
mogoce dolociti polozaj katerekoli tocke v H(N).

Razvrscanje tock na osi R je najpreprostejsi primer racunske geometrje. Pri premiku v
viSje dimenzije, niz elementov N ni ve¢ niz tock, temveC niz linijskih segmentov,
ploskev, polprostorov, itd., v R4 prostoru.

R4 predstavlja d-dimenzionalen prostor. Razvrstitev H(N) tako predstavlja ureditev
vsega ali samo del prostora RY, v katerem je niz N. H(N) se imenuje tudi geometrijski
kompleks. Pod tem se razume zbir raz€lenjenih nizov, razlicnih dimenzij, skupaj z
medsebojnimi povezavami v prostoru R4. Najpreprostejsi primer je planarni graf, ki je
sestavljen iz temen, robov in ploskev ter povezav med njimi. Element, v
geometrijskem kompleksu, dimenzije ; se imenuje j-ploskev. O0-ploskev ali
ni¢dimenzionalna ploskev je teme, 1-ploskev ali enodimenzionalna ploskev je rob, itd.
V tem primeru je terminologija prilagojena planarnemu grafu.

Vsakega geometrijskega problema se je mogoce lotiti s pomocjo deterministi¢nih ali
nakljucnih algoritmov [7].

Deterministi¢ni nacini:

o Inkrementalna metoda: Dodajanje elementov doloCenega niza enega za drugim po
znanem vrstnem redu.
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o Deljenje in zdruzevanje: Delitev niza po nekem dolofenem nacinu in ponovna
zdruzitev.

« Iskanje med zaporednimi razvrstitvami, ki so doloCene.

o Pregledovanje.

Naklju¢ni nacini:

o Slucajna inkrementalna metoda: Dodajanje elementov doloCenega niza enega za
drugim brez znanega vrstnega reda.

« Nakljucno deljenje in zdruzevanje: Nakljuc¢na delitev niza in ponovna zdruzitev.

« Iskanje med zaporednimi razvrstitvami, ki so nakljucne.

Slabost deterministicnih nacinov je v tem, da so tezko prilagodljivi razmeram v
vecdimenzionalnih prostorih. Celo v dvodimenzionalnem prostoru so lahko nakljucni
algoritmi u¢inkovitejsi kot deterministicni.

V tretjem poglavju so predstavljeni osnovni elementi racunske geometrije in
zakonitosti njihove postavitve na ravnini.

Osnovni element racunske geometrije je tocka, ki je lahko postavljena:
e napremico p; = [x;] € Rl,

« naravnino p; = [x;,, y;] € R?,

e Vprostor p; = [x,, y;, z;] € R3.

Z razlitnimi postavitvami in nacini zdruZevanja teh to¢k je mogocCe oblikovati
ravninske in prostorske elemente. Na ravnini so to linijski segmenti in iz njih
sestavljeni mnogokotniki. Mnogokotniki so obmoc¢ja na ravnini, ki so od okolice
razmejeni z nizom linijskih segmentov. Linijski segmenti ali robovi se med seboj
dotikajo v temenih. Temena so lahko vbocena ali izboCena, kar vpliva na obliko
mnogokotnika in na moZnost postavitve diagonale med dve temeni. S postavljanjem
diagonal v mnogokotnik se doseZe triangulacija ali razdeljevanje na trikotnike. Mogoci
so Se drugi nacini razdeljevanja mnogokotnikov: na trapeze, na konveksne povrSinske
elemente. Razdeljevanje mnogokotnikov na povrsinske podelemente je izvedljivo s
pomocjo algoritmov. Na Sliki 1.4 je prikazan mnogokotnik z osemnajstimi temeni,
preko katerega je izvedena triangulacija.
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Slika 1.4 Mnogokotnik z » = 18 temeni.

V poglavjih 4 in 5 so predstavljene lupine na ravnini in v prostoru. Okoli niza to¢k N
na ravnini je mogoce oviti ovoj, ki se dotika samo skrajnih tock, medtem ko so vse
ostale tocke v njegovi notranjosti. Te geometrijske forme se imenujejo lupine. Pri
lupinah je pomembno, kako so predstavljene. Lupina je lahko prikazana kot niz
neurejenih skrajnih toc¢k niza N, ki so med seboj sicer povezane, vendar ta povezava ni
nakazana. Ali pa je lupina prikazana kot urejen niz skrajnih toc¢k niza v nasprotni smeri
urinih kazalcev, ki so med seboj povezane z robovi. Unija vseh takih robov je lupina
niza tock N na ravnini.

Podobno velja tudi za niz to¢k N v prostoru. Osnovni princip je enak: okoli vseh
skrajnih tock niza N v prostoru je potrebno oviti ovoj tako, da bodo vse tocke niza v
njegovi notranjosti ali vsaj na njegovi meji. Pri predstavitvi prostorske lupine je dilema
enaka kot na ravnini, le da je tu dodana moznost predstavitve s povrsinskimi elementi,
ki se med seboj dotikajo v robovih in temenih, ki jih doloc¢ajo skrajne tocke niza N.
Zgoraj povedano velja za konveksne lupine. Pri lupinah, ki niso nujno konveksne,
navedeni opisi odpovejo, saj gre lupina lahko tudi skozi tocke, ki niso ekstremne,
zaradi tega opisani nain ovijanja ovoja okoli niza tock N za nekonveksne lupine
odpove. V nekonveksnih temenih je notranji kot >n. V tem primeru je potrebno lupino
graditi na medsebojnih odnosih najblizjih si toc¢k in upostevati doloCene omejitve. Na
Sliki 1.5 je prikazana nekonveksna lupina niza tock N in konveksna lupina, kakr$na bi
nastala iz istega niza to¢k N po nacinu ovijanja ovoja okoli vseh skrajnih tock.
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Slika 1.5 Lupina na ravnini. (a) Nekonveksna lupina; (b) konveksna lupina.

Enak problem nastane pri konstrukciji nekonveksene lupine v prostoru. Vsako
nekonveksnost je potrebno prepoznati skozi postavitev prostorskih tock oz. s pomocjo
dolo¢enih omejitev. Na Sliki 1.6 je prikazana konveksna lupina v 3D, ikozaeder.
Sestavljen je iz dvajsetih trikotnikov, ki se med seboj dotikajo v dvanajstih temenih in
tridesetih robovih. Njegova konstrukcija je mogoca z ovijanjem ovoja okoli skrajnih
toCk niza tock N v prostoru.

Slika 1.6 Konveksna lupina v 3D, ikozaeder.

Na ravnini je lupina sestavljena iz robov, ki povezujejo med seboj pare tock. V
prostoru je lupina sestavljena iz povrSinskih elementov: trikotnikov (Slika 1.6),
kvadratov ali drugih mnogokotnikov. PovrSinske elemente se prilagaja namenu
uporabe modela dolofenega telesa. Vrsti uporabljenih povrSinskih elementov je
potrebno prilagoditi naCin odcitavanja tock z modela. Pri trikotniskih mrezah je
moznosti postavitev trikotnikov ve¢, vendar le ena daje najboljSo mozno
rekonstrukcijo povrsine. Na Sliki 1.7 je prikazano, kako postavitev trikotnikov med
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istimi Stirimi to¢kami vpliva na povrSino. V tem primeru izbira vpliva tudi na
konveksnost povrsine.

Slika 1.7 Razli¢na postavitev trikotnikov za §tiri to¢ke v prostoru.

V 6. poglavju so obravnavani odnosi med to¢kami niza N, kar popisujejo Voronoi
diagrami. Voronoi diagram ravnino razdeli tako, da v vsakem Voronoi obmocju lezi
samo ena toc¢ka niza N, rob tega obmocja pa lezi natan¢no na polovici med dvema
sosednjima tockama. Omenjena lastnost vodi do najboljSe mozne triangulacije, ki se
imenuje Delaunay-eva triangulacija in je v bistvu dvojnost Voronoi diagrama.
Delaunayeva triangulacija zagotavlja tako razdelitev povrsine, da so vsi trikotniki kar
se da "debeli", to pomeni, da imajo ¢im vecje notranje Kote.

To lastnost je mogoce v kombinaciji z ostalimi normativi uporabiti pri konstrukeiji
nekonveksne lupine v prostoru. Na Sliki 1.8 je prikazana Delaunayeva triangulacija in
neka poljubna triangulacija za niz tock N na ravnini.

DR

Slika 1.6 Triangulacija tock na ravnini: (a) Delaunayeva; (b) poljubna.

V 7. poglavju je predstavljen sistem za zajemanje prostorskih toc¢k. Narejen je bil z
namenom, da se pokaze moznost mehanskega zajemanja 3D tock, kar je bistveno
ceneje od laserskega 3D skenerja. Uporabljeni elementi so najcenejSi mozni in prav
tako izdelava. Zaradi tega je natan¢nost razmeroma slaba, a Se vedno zadovoljiva za
predstavitev delovanja sistema in kasneje za prikaz rekonstrukcije povrsine iz zajetih
prostorskih tock. Pokazana je pri¢akovana deformacija oblike zaradi nenatan¢nosti
potenciometrov in v podpoglavju 7.6 dejanska deformacija valjaste oblike (Slika 1.8).
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Slika 1.7 Deformacija valjastega dna.

A/D konverter digitalizira analogne podatke dobljene preko potenciometrov. Ta je
povezan z racunalnikom preko LPT porta. Prikazani sta sliki napajalnika konverterja in
njegova povezava z racunalnikom.

Digtalizirane podatke precita program napisan v C, ki uposteva ¢asovni diagram A/D
pretvorbe in jih sproti zapisuje v datoteko "focke.dat". Diagram A/D pretvorbe je
prikazan v podpoglavju 7.3.2.

Iz geometrije sistema in vrednosti na potenciometrih je mogoce dolociti koordinatne
vrednosti tocke v prostoru.

V 8. poglavju je predstavljen celoten potek rekonstrukcije povrSine. Najprej osnovni
elementi geometrije, ki so podrobneje opisani v 3. poglavju. V podpoglavju 8.2 je
opisan princip triangulacije v 2D. Temelji na pregledovanju ravnine (uporabljen pri
algoritmih opisanih v 3. poglavju) in lastnostih Delaunayeve triangulacije. To je
predvsem lastnost najvecjega praznega kroga, ki je natancneje opisana v podpoglavju
6.4.3. Postopek je zastavljen tako, da ga je mogoce uporabiti tudi v prostoru, kar je
prikazano v podpoglavjih 8.3 in 8.4. V podpoglavju 8.4 je natantno opisan celoten
postopek triangulacije oz. rekonstrukcije povr§ine v 3D. V podpoglavju 8.5 sta
prikazani vhodna in izhodna oblika rekonstrukcije in v podpoglavju 8.6 Se nekaj
primerov in nac¢inov uporabe rekonstrukcij. Na Sliki 1.8 je prikazana rekonstrukcija
povrsine.

Slika 1.8 Rekonstrukcija povrsine.
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2 GEOMETRIJA IN OSNOVE ALGORITMOV

2.1 Zgodovinska pri¢akovanja

Osnovna motiviranost k reSevanju geometrijskih problemov izvira Ze iz starega Egipta
in anti¢ne Gr¢ije.

Za reSevanje geometrijskih problemov je bil pomemben izum Evklidove strukture, to
je sheme, ki na slogovno Cist na¢in vsebuje prepletanje algoritma in njegovega dokaza.
Evklidova shema izpolnjuje vse, kar se zahteva od algoritma: je jasna, nedvoumna,
natan¢na in predvsem zakljucena celota, ki da kon¢ni rezultat. Shema je pomembna
tudi zato, ker doloCa zbir orodij in operacij, ki se jih sme pri reSevanju problemov
uporabljati. Vprasanje, ki je v dobi reSevanja problemov racunske geometrije s
pomocjo racunalnika Se vedno aktualno je, ali je z Evklidovimi primitivi mo¢ izpeljati
do konca vse geometrijske "racune". Nove moznosti reSevanja so se pokazale, ko je
Descartes predstavil koordinate in moznost prikazovanja geometrijskih problemov
algebraicno [3].

2.1.1 Kompleksnost v klasi¢ni geometriji

Evklidove sheme so, razen za trivialne primere, zaradi nerazvitih primitivov, ki so
dovoljeni, precej zapletene. Matematiki so se v kasnejSih obdobjih precej posvecali
vprasanju, kako zmanjsati Stevilo zaporedno potrebnih operacij na minimum, ki Se
vedno zagotavlja reSitev danega problema. Konc¢no Stevilo potrebnih operacij za
reSitev problema predstavlja enostavnost resitve oziroma merilo kompleksnosti. Tu pa
je Ze podobnost s sodobno idejo ¢asovne kompleksnosti algoritma. Prav tako je
vseskozi prisotno vprasanje prostora, ki ga potrebujemo za dokonc¢no resitev problema.

2.2 Algoritem

V zadnjih petindvajsetih letih so se vzporedno z razvojem racunalnikov pospeseno
razvijali tudi algoritmi. Temeljna dela so v zafetku sedemdesetih let pripomogla k
sistematiziranemu uvajanju pravil, ki so v tem casu prerasla v standard tega
znanstvenega podrocja, ki se mu rece racunska geometrija.

Glavna elementa racunske geometrije sta: algoritem in podatkovna struktura. Algoritmi
so programi, ki jih je mogoce izvajati na raCunalniku oziroma na primerni abstrakciji
dejanskega racunalnika. Podatkovne strukture so ureditve podatkov na nacin, ki v
povezavi z algoritmi omogocajo u¢inkovito in elegantno resitev racunskih problemov.
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2.2.1 Algoritem: Izraz in ovrednotenje ucinka

Algoritmi so oblikovani glede na doloCen nacin racunanja; nacin racunanja je primerna
in zadostna abstrakcija fizicnega orodja - racunalnika - na katerem se algoritem
oziroma program izvaja. Ni potrebno niti zazeljeno, da se algoritmi piSejo v strojnem
jeziku. Nasprotno, vi§ji programski jezik Pidgin Algol, ki je standard na tem podrocju,
tezi k jasnosti, ucinkovitosti in zgoscenosti izraza. Pidgin Algol je neformalna in
prilagodljiva oblika Algolu in njemu podobnim programskim jezikom. Jezik je precej
strog pri kontrolnih strukturah, na drugi strani pa daje veliko svobode pri oblikovanju
drugih izjav, kjer dopusca obiCajne matemati¢ne izraze v povezavi z navadnim
besednim izrazanjem. Algoritem napisan v Pidgin Algolu je mo¢ enostavno
preoblikovati v katerikoli visji programski jezik [10].

Program se imenuje procedura in ima obliko

procedure ime ( parametri ) izjava.

Izjava je lahko izpisana kot niz dveh ali vecih izjav, ki jih je potrebno med seboj
zdruziti:

begin izjava;

izjava

end.

Izjava je lahko oblikovana z navadnim besednim izrazom, ali pa z bolj formalno
oblikovanim izrazom.

1. Prireditveni stavek:

spremenljivka = vir

2. Pogojni stavek:

if pogoj then izjava ( else izjava )

3. Zanka, ki je lahko v eni od naslednjih oblik:

26



3a. for spremenljivka := vrednost until vrednost do izjava
3b. while pogoj do izjava

3c. repeat izjava until pogoj

Razlika med while in repeat zankama je v tem, da je pri while-zanki pogoj testiran
pred izvajanjem izjave, pri repeat-zanki pa je pogoj testiran kasneje.

4. Vrnitev vrednosti:

return izraz

Izjava te vrste mora biti uporabljena v funkciji, ki je oblike

function ime ( parametri ) izjava.

Izraz, ki ga vrne return, postane vir prireditvenega stavka, kot je pokazano v 1 zgoraj.
Vsi v nadaljevanju opisani algoritmi so oblikovani v Pidgin Algolu.

Cas, ki je potreben za izvriitev algoritma, je vsota vseh delnih Gasov, v katerih se
izvrSijo posamezne opracije.Pri tem nas zanima tisti Cas, ki je neodvisen od vrste
racunalnika, na katerem se algoritem izvaja ter predvsem, kako zahtevnost problema in
koli¢ina vhodnih podatkov vplivata na Cas izvajanja. Pri oblikovanju in analizi
algoritma je potrebno za ovrednotenje izvajalnega casa doloCiti Stevilo klju¢nih
operacij, ki se izvedejo. Ta nacin je uporaben pri dolo€anju spodnje meje, pri Cemer
lahko vsaka neupostevana for-zanka ¢as izvajanja samo poveca. Pri dolo¢anju zgornje
meje ta nacin ne da zadovoljivih podatkov. V tem primeru je potrebno upostevati prav
vse operacije, ki so se in ki bi se lahko izvedle v algoritmu. Sistem, ki opredeljuje
spodnji, zgornji in vmesni Cas izvajanja algoritmov je [10]:

« O(f(N)) oznacuje niz vseh funkcij g(N) tako, da obstajata pozitivni konstanti C in
N, ter da velja |g(N)|<CA(N) za vse N>N,,.

« L(Jf(N)) oznacuje niz vseh funkcij g(N) tako, da obstajata pozitivni konstanti C in
N, ter da velja g(N)>CA(N) za vse N>N,,.

« 6(f{N)) oznacuje niz vseh funkcij g(N) tako, da obstajajo pozitivne konstante C,, C,
in N, ter da velja C|fAN)<g(N)<C,AN) za vse N>N,,.
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O(f(N)) tako oznacuje funkcije, ki nikakor niso vecje kot nek konstanten ¢as f{N). Ta
nacin se uporablja za oznafevanje zgornje ¢asovne meje izvajanja. Nasprotno (f(N))
oznacuje funkcije, ki so vsaj tako velike kot nek konstanten ¢as f{N). Analogno se ta
nacin uporablja za oznacevanje spodnje Casovne meje izvajanja. 6(f(N)) oznacuje
funkcije, ki so iste velikosti kot je AN). Ta nacin se uprablja za doloCevanje
"optimalnih" algoritmov.

Poleg Casa je drugo merilo kvalitete izvajanja algoritma prostor, ki je ponavadi
definiran kot koli¢ina spomina, ki je potreben za izvedbo algoritma. Casovna in
prostorska kompleksnost sta tako dve glavni merili pri analizi izvajanj algoritmov. Pri
izbiri algoritmov za posamezne aplikacije je potrebno upostevati tudi dejstvo, da
algoritem, ki je uspeSen pri reSevanju velikih problemov, ni nujno uspeSen pri
reSevanju majhnih problemov, in obratno.

2.2.2 Podatkovne strukture

Algoritmi, ki se uporabljajo na podroc¢ju racunske geometrije, manipulirajo z objekti,
ki niso na nivoju strojnega jezika. Podatke je zato potrebno urediti v ¢im preprostejSo
strukturo, ki v povezavi z algoritmom omogoca reSitev problema z raunalnikom.
Najpogosteje so podatki predstavljeni kot urejeni ali neurejeni nizi elementov.

Naj bo S niz elementov predstavljen s podatkovno strukturo in naj bo u poljubni
element neke sploSne mnozice, katere podmnozica je niz S. Glavne operacije, ki jih je
mogoce izvesti preko niza S, so:

1. MEMBER(y, S). Ali velja ueS? (moZen odgovor da/ne.)
2. INSERT(, S). Doda element u v niz S.
3. DELETE(w, S). Zbrise element u iz niza S.

Ceje {S;, S,, ..., S;} zbir nizov, katerih medsebojni preseki so prazne mnozZice, potem

sta uporabni operaciji:

4. FIND(w). Vrne j, Ce velja ues;.
5. UNION(S,, S;; Sp). ZdruZi niza S; in S; in ga poimenuje S.

Kadar je dolo¢ena splosna mnozica, so pomembne naslednje operacije:

6. MIN(S). Vrne najmanjsi element niza S.
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7. SPLIT(u, S). Razdeli niz S na {S,, S,} tako, da velja §;={v: veS in v<u} ter S,=S-
S;.

8. CONCATENATE(S;, S,). Ce za poljubna u'eS, in u"eS, velja u'<u", potem
naredi niz S=S,US,.

Podatkovno strukturo si je abstraktno moc¢ predstavljati kot premico, na kateri ima vsak
podatek svojo tocko. V tem primeru je brisanje in dodajanje elementov povsem
poljubno. Pri nekaterih aplikacijah se zahtevajo dodatne omejitve: elemente se dodaja
na eni strani premice, briSe se jih na drugi strani; brisanje in dodajanje elementov se
izvaja na istem mestu. Neurejen niz je vedno mogoce urediti upoStevaje lastnosti
posameznih elementov oziroma s poimenovanjem elementov in abecednim

razvrS€anjem.

Pri racunski geometriji je bilo potrebno obicajne podatkovne strukture prilagoditi
specifi¢nosti problemov. Pri tem sta nastali nekonvencionalni strukturi DCEL (Double-
Connected-Edge-List) in odsekovna drevesna struktura.

2.2.2.1 Podatkovna struktura DCEL

Struktura DCEL je primerna za predstavitev planarnih grafov na ravnini, kjer je G=(V,
E) preslikava temen V; v tocke na ravnini in E; v povezave med temi tockami tako, da

.....

pri kateri so povezave med tockami ravni linijski elementi - robovi.

Naj bo V={v,, ..., v,} in E={e|, ..., e,}. Graf predstavlja zaporedni zapis robov in
temen, v katerih se robovi sekajo. Vsak rob je predstavljen natan¢no enkrat. Primer
DCEL podatkovne strukture je prikazan v Tabeli 2.1 in na Sliki 2.1 del planarnega
grafa, ki ustreza podatkom v tabeli.

Tabela 2. 1: Primer DCEL podatkovne strukture.

Vi V2 F1 F2 P1 P2

1

2

;1 1 2 1 2 a2 a3
;2 4 1 1

;3 2 3 2
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V3

f2

Vi
f1

V4

Slika 2.1 Del planarnega grafa za zgornjo DCEL podatkovno strukturo.

V prvih stirih poljih V1, V2, F1 in F2 so zapisani podatki, v zadnjih dveh poljih P1 in
P2 so zapisani kazalci na podatkovna polja. V polju V1 je zapisano zacetno teme roba,
v polju V2 je zapisano konc¢no teme roba. V poljih F1 in F2 sta zapisani imeni ploskev,
ki lezita na levi in desni strani gledano iz V1 proti V2. Kazalec P1 kaZe na rob, ki v
nasprotni smeri urinih kazalcev z vrtiS¢em v V1 naslednji sledi robu (V1, V2). Podobno
velja za kazalec P2, le da je tu vrtiS¢no teme V2.

V algoritmu opisanem v osmem poglavju je uporabljena poenostavljena struktura
DCEL. Poenostavitev je potrebna, ker ne predstavlja planarnega grafa, ampak
triangulacijo v prostoru.

2.2.2.2 Odsekovna drevesna struktura

Odsekovna drevesna struktura je staticno oblikovana za manipuliranje z odseki na
realni osi, katerih ekstremi so del doloenega niza na abscisi v obsegu [1, n]. Za celi
Stevili / in r, za kateri velja /[<r, odsekovna drevesna struktura 7(/, ) nastaja: odsek v je
sestavljen iz vrednosti B[v] = [ in E[v] = r, pri Cemer sta B zaletek odseka in £ konec
odseka. Ce velja r-I>1, potem je mogoce odsek v preurediti v dva pododseka. V levega
T(l, int((B[v]+E[v])/2)) in desnega T(int((B[v]+E[v])/2), r). Parametra B[v] in E[v]
dolocata interval [B[v], E[v]]lc[l, ] v povezavi z odsekom v. Odsekovno drevesna
struktura za /=4 in r=15 T(4, 15) je prikazana na Sliki 2.2.
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Slika 2.2 Odsekovna drevesna struktura 7(4, 15).

2.3 Definicije osnovnih geometrijskih elementov

Elemetni, ki se uporabljajo za reSevanje problemov s podroc¢ja racunske geometriji, so
v glavnem toc¢ke (niz tock), ki so postavljene v evklidov prostor. Koordinatni sistem je
doloCen tako, da je vsaka tocka predstavljena z vektorjem primerne dimenzije v
kartezijevem koordinatnem sistemu. Za geometrijske elemetne ni nujno, da so
sestavljeni iz kon¢nega Stevila tock, pomembno je, da te tocke zagotovijo koncno
dolocljivost posameznega elementa. Tako velja, razen za to€ko, ki dolo¢a sama sebe:
premico dolocata dve poljubni tocki na njej, linijski segment dolocata tocki na

.....

(urejen) niz tock, itd. [7].

Tocka. Tocko p glede na dimenzijo prostora doloc¢a (x, ..., x;) v E4, pri Cemer je E9 d-

dimenzionalen evklidov prostor. Prav tako je tocko mo¢ razumeti kot d-dimenzionalen
vektor v E4 z vthom v tocki p.

Premica. Dve razli¢ni tocki ¢, in ¢, v E4 dolocata premico v tem prostoru kot linearno

kombinacijo

aq+(1-a)q2; (aeR).

Bolj splosna oblika za k neodvisnih tock pri (k<d) je
a1qrrooqpt...tok-19k-1+(1-01-...-0tk- 1)k (ocj eR, j=1,...k-1).

Linijski segment. Dve razli¢ni tocki ¢, in g, v Ed dolotata segment podobno kot

premico, le da je potrebno zadostiti dodatnemu pogoju za koeficient a
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aqrt(1-o)q; (aeR, 0<a<l).

Taka kombinacija opisuje ravni linijski segment, ki povezuje tocki g, in g,. Segment je

lahko oznacen tudi kot neurejen par ¢,q, .

Konveksen niz. Podro&je D v Ed je konveksno, &e je linijski segment g,q, med
katerimakoli dvema to¢kama ¢, in g, v E4, v celoti v D.

Konveksna lupina. Konveksna lupina niza tock S v E4 je meja okoli konveksnega niza
in povezuje med seboj vse ekstremne tocke tega niza.

Mnogokotnik. V E? je mnogokotnik dolo¢en kot koncen niz linijskih segmentov, ki se
v parih dotikajo med seboj samo v svojih kon¢nih tockah. Linijski segmenti so robovi
mnogokotnika, kon¢ne tocke pa temena mnogokotnika.

Planarni graf. Graf G=(V, E), pri Cemer je } niz temen in E niz robov, je planarni, ¢e
se ga da poloZiti na ravnino, ne da bi prekrival sam sebe. Planarni graf doloca
razdelitev ravnine oziroma podro¢ja na ravnini na manjSa podpodrocja.

Triangulacija. Razdelitev ravninskega podro¢ja je triangulacija, ¢e so vsa njegova
podpodroc¢ja trikotniki. Triangulacija je planarni graf z najve¢jim moznim Stevilom
robov, pri ¢emer se niti dva med seboj ne smeta sekati.

Polieder. V E3 je polieder doloc¢en s kon¢nim nizom mnogokotnikov v prostoru, pri

¢emer se po dva in dva mnogokotnika med seboj dotikata samo v skupnem robu.
Temena in robovi mnogokotnikov so hkrati tudi temena in robovi poliedra.
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3 Mnogokotniki

V raCunski geometriji imajo velik pomen t.i. mnogokotniki. Z njimi je mogoce
popisovati objekte v realnem svetu, hkrati pa so primerni za raCunalnisko obdelavo. Po
zgradbi so lahko povsem enostavni (tak je s tremi linijskimi elementi trikotnik), lahko
pa so sestavljeni iz vec tiso¢ elementov. Vecje, kompleksnejSe mnogokotnike je
ponavadi potrebno razstaviti na ve¢ enostavnejSih.

3.1 Definicija mnogokotnika

Mnogokotnik je obmocje na ravnini, ki je od okolice razmejeno z nizom linijskih
elementov. Topolosko gledano je mnogokotnik homeomorfi¢na oblika kroga, oziroma
njegova deformacija.

Naj bodo vy, v;, V5, ..., v,.; tocke na ravnini, naj bodo ey = vyv, €; = V| Vs, ..., €;= VV; |,
s €,.1 = V1V linijski segmenti, ki povezujejo to€ke na ravnini med seboj. Obojih je n

in dolo¢ajo mnogokotnik, ¢e [8]:

1. Je v kroznem redu presecis¢e med dvema sosednjima linijskima segmentoma ena
sama skupna tocka: ee;  =v,, zavse i =0, ..., n-1.

2. Senesosednji segmenti ne sekajo med seboj: e,Ne; = I, za vse j#it1.

Prvi pogoj dolo¢a mnogokotniku podobnost krogu zaradi kroznega stikanja linijskih
segmentov med seboj po sistemu konec z zaletkom, drugi pogoj pa definira
enostavnost mnogokotnikov.

e3 v3
v4

e4

v5
e2

vl

e5
el

v2
v0

Slika 3.1 Mnogokotnik: (a) enostaven mnogokotnik - oznacevanje temen in robov v
nasprotni smeri urinih kazalcev; (b) neenostaven mnogokotnik.
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Mnogokotniki, ki ne zado$¢ajo tema dvema pogojema, so neenostavni mnogokotniki
(Slika 3.1b). Tocke na ravnini v so temena mnogokotnika, linijske povezave med njimi
(temeni) e so robovi mnogokotnika. Vsak enostaven mnogokotnik P razdeli ravnino na
dva dela. Meja mnogokotnika P je 6P. Velja 6PCP.

3.2 Triangulacija - razdeljevanje na trikotnike

Pri reSevanju geometrijskih problemov s pomoc¢jo mnogokotnikov, je te potrebno
veckrat deliti na manjSe, enostavnejSe mnogokotnike. Osnovna delitev je delitev na
trikotnike ali t.i. triangulacija. Glavno vpraSanje, ki se pri tem zastavlja je, ali je na
trikotnike mogoce razdeliti vsak mnogokotnik.

Obstoj triangulacije je tesno povezan z obstojem diagonale v mnogokotniku.
Postavitev diagonale v mnogokotnik je mogoca le, ¢e ima mnogokotnik vsaj eno
izboCeno teme. Iz tega sledijo trije logi¢ni zakljucki:

1. Vsak mnogokotnik mora imeti najmanj eno izboceno teme.

2. Vsak mnogokotnik z #>4 temeni ima diagonalo.

3. Vsak mnogokotnik P z n temeni se da razdeliti na trikotnike (triangulirati) z
dodajanjem diagonal.

3.2.1 Obstoj izbocCenega temena

Za dokaz prve postavke je potrebno privzeti mejo 6P mnogokotnika P kot pot, po
kateri hodi hodec v nasprotni smeri urinih kazalcev. Vsak njegov obrat v levo oznacuje
izboCeno teme mnogokotnika, vsak njegov obrat v desno pa vboCeno teme
mnogokotnika. Naj bo L premica, ki teCe skozi najnizje teme mnogokotnika v; najnizje
glede na koordinato y. Ce je takih temen ve¢, naj bo to najbolj desno, najniZje teme.
notranjost mnogokotnika P je nad premico L. V temenu v hodec naredi obrat v levo,
kar pomeni, da ima vsak mnogokotnik najmanj eno izboceno teme (Slika 3.2).

Slika 3.2 V najbolj desnem, najnizjem temenu se hodec obrne v levo; teme v je
izboceno.
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3.2.2 Obstoj diagonale

Naj bosta a in b temeni mnogokotnika P, ki lezita na meji mnogokotnika 6P pred in za
temenom v. Ce daljica ab meje mnogokotnika oP ne seka, niti se je ne dotika, potem je
ab nedvoumno diagonala mnogokotnika. Ce pa se daljica ab dotika ali seka mejo
mnogokotnika JP, potem za ta mnogokotnik velja n>4, v trikotniku Aavbh pa je Se
najmanj eno teme mnogokotnika P, ki ni a, v ali b. Naj bo x teme mnogokotnika P v
trikotniku Aavb, ki je najblizje temenu v v pravokotni smeri na ab. Tako je teme x prvo
teme, ki ga zadane premica L, ko se pomika iz temena v proti daljici ab (L || ab). V
prostoru Aavb, ki je omejen s premico L (temno senceno na sliki), ni nobene tocke
meje mnogokotnika OP, razen temena x. Tako je daljica vx gotovo diagonala
mnogokotnika P (Slika 3.3).

Slika 3.3 vx mora biti diagonala mnogokotnika P.
3.2.3 Obstoj triangulacije in njene lastnosti

Dokaz o obstoju diagonale posredno dokazuje, da se da vsak mnogokotnik razdeliti na
trikotnike. Naj bo d = ab diagonala mnogokotnika P. Po definiciji diagonala d seka
dva manjSa mnogokotnika P’, ki imata vsak manj kot » temen, in s tem postane del
meje novih mnogokotnikov 6P’ (Slika 3.4). V vsakem mnogokotniku P’ (¢e velja n'>4)
je mogoce poiskati novo diagonalo d’ = ef, ki mnogokotnik P’ razdeli na dva nova
manjSa mnogokotnika. Tako deljenje je mogoCe ponavljati, dokler zacetni
mnogokotnik P ni razdeljen na same trikotnike.
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Slika 3.4 Diagonala ab razdeli mnogokotnik P na dva manjSa mnogokotnika.

Triangulacijo preko mnogokotnika je mogoc€e narediti na ve¢ nacinov, Stevilo katerih
narasa s Stevilom temen n. Za vse velja, da je za triangulacijo mnogokotnika P
potrebno 7 - 3 diagonal, ki mnogokotnik P razdelijo na n - 2 trikotnikov.

3.2.4 Dualnost triangulacije

V teoriji grafov ima pomembno mesto t.i. dualnost ali dvojnost grafa. Gre za lastnost,
da je dolocene podatke mo€ predstaviti na ve¢ nacinov (dva-dualnost). Triangulacija
mnogokotnika P je ponavadi predstavljena z vrisanimi diagonalami, lahko pa tudi z
grafom 7, ki je druga oblika predstavitve istih podatkov. Graf 7, dualnost triangulacije
mnogokotnika, je graf drevesne oblike, ki je sestavljen iz vozli$¢ in povezav med
njimi. Vozli§¢a predstavljajo trikotnike triangulacije, povezave med njimi pa skupne
stranice trikotnikov triangulacije oziroma digonalo, ki je skupna dvema trikotnikoma
(Slika 3.5).

Slika 3.5 Dualnost triangulacije: (a) triangulacija mnogokotnika; (b) graf 7.
Velja, da je graf T sestavljen iz vozliS¢, v katerih se stikajo najveC tri povezave, in

povezav med njimi. Vozli§¢a grafa T stopnje ena so kon¢ne tocke grafa 7" oziroma uhlji
poligona P. Vozlis¢a druge stopnje lezijo na veji 7T in jo podaljSujejo. Vozlis¢a tretje
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stopnje so razvejis€a grafa T. Iz povedanega sledi, da ima vsak mnogokotnik z n>4
temeni vsaj dva neprekrivajoca se uhlja.

3.3 Povrsina mnogokotnika

Pri racunanju povrSin mnogokotnikov si je mogoCe pomagati s triangulacijo.
Mnogokotnik je potrebno razdeliti na trikotnike, izraCunati povrSino posameznih
trikotnikov in vsota vseh je povrSina mnogokotnika.

3.3.1 Vektorski produkt

V splosnem je povrsina trikotnika osnovnica krat vi§ina polovic. Vendar v pogojih, ko
so podana temena a, b, c trikotnika 7' na ravnini, ta formulacija ni ve¢ primerna. V tem
primeru je uporaben vektorski produkt, katerega velikost predstavlja povrsino
paralelograma s stranicama A in B. Polovica paralelograma je trikotnik s stranicama A
in B, pri ¢emer velja 4 = b - a in B = ¢ - a. Vektorski produkt je izraunljiv s pomocjo

determinante:

i j k

4, 4, A4, =(4,B, - AzB1)'7+(AzBo - AoBz)'j+(AoB1 - A1Bo)']€-
BO Bl BZ

7,7 in k so enotski vektorji v x, y in z smeri. V dvodimenzijskem prostoru velja 4, =
B, =0, od zgornjega izraza ostane (4,B, - 4,B,)- k . PovrSina trikotnika T{(a, b, c) je:

A(T)=0.5(4B, - 4,B),
24(T) = aghby - aybg - a\cy - agey - byc - coby

ali
a, a, 1
24(T) = |b, b, 1.
C e 1

3.3.2 Povrsina konveksnega mnogokotnika

Vsak konveksen mnogokotnik je mogoce trivialno razdeliti na trikotnike tako, da se
eno krajice vseh diagonal d pripne v eno teme v, (Slika 3.6).
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Slika 3.6 Tiangulacija konveksnega mnogokotnika; vse diagonale imajo eno skupno
krajisce v,,.

Povrsina tako razdeljenega poligona, ki ima temena oznafena v nasprotni smeri urinih
kazalcev z vy, vy, ..., v,.;, je lahko zapisana kot

A(P)= 4 (vy, Vi, Vo) + 4 (Vy, Vo, V3) + oo + 4 (Vg, V125 Vyrot)-
3.3.3 PovrSina Stiristranega konveksnega mnogokotnika

Ker je razdeljevanje na trikotnike izvedljivo na ve¢ nalinov, je tudi povrSino
mnogokotnika mogoce zapisati na ve¢ nacinov. Naj bo Q = (a, b, ¢, d) Stiristrani
konveksni mnogokotnik, ki ga je mogoce triangulirati na dva nacina (Slika 3.7).

b

Slika 3.7 Dve mozni triangulaciji Stiristranega konveksnega mnogokotnika.

V prvem primeru velja
A(Q) = A(a, b, c)+ d(a, c,d)

24(Q) = agby - a1by + aycy - age - boey - coby + agey - aycy + aydy - agd, + cod, - dyey,
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po ureditvi:
24(Q) = agh, - aby + cod; - dyc.

Do enakega izraza pripelje raCunanje povrsine tudi v drugem primeru. Razvidno je, da
izraz ne vsebuje segmenta ad, kar pomeni, da postavitev diagonale ne vpliva na kon¢ni
rezultat 4(Q).

Ce so temena v, §tiristranega konveksnega mnogokotnika popisana s koordinatama x; in
V;, je sploSna enacba za izratun dvojne povrSine mnogokotnika enaka

n-1
24(P) = Z(x/ym — VX))
i=0

3.3.4 PovrSina Stiristranega nekonveksnega mnogokotnika

Pri nekonveksnem Stiristranem mnogokotniku (Slika 3.8) je mozen en sam nacin
triangulacije. Diagonala ac je izven poligona, ostane le ab. Povr§ina mnogokotnika je

A4(Q)= A(a, b, c)+ 4(a, c, d).

Zaradi lastnosti vektorskega produkta je povrSina Aacd negativna in se od Aabc
odsteje. Tako prej omenjena enacba za izraCun povrSine Stiristranih konveksnih
mnogokotnikov velja tudi za Stiristrane nekonveksne mnogokotnike.

Slika 3.8 Nekonveksen mnogokotnik; sencena povrsina «(a, ¢, d) je negativna.

IzkaZe se, da je enacba za izraCun povrSine Stiristranih mnogokotnikov splo$na in velja
tudi za mnogokotnike n>5.

39



3.3.5 Povrsina mogokotnika, rac¢unana iz poljubnega centra

Pri posplositvi omenjenega nacina, pri katerem se seStevajo povrsine trikotnikov, naj
bo izhodis¢e tocka p, ki je povsem poljubna in naj leZi zunaj poligona P (ni nujno).
Naj bo T(a,b,c) trikotnik, katerega temena so orientirana v nasprotni smeri urinih
kazalcev, naj bo p katerakoli tocka na ravnini. Potem velja:

A(T)= 4 (p, a, b) + 4(p, b, c) +4(p, c, a).

Slika 3.9 Povrsina trikotnika dolo¢ljiva preko dveh zunanjih izhodis¢nih tock p, in p,.

Naj bo izhodiS¢na to¢ka p = p; (Slika 3.9). Potem je prvi ¢len enacbe za izraun
poviSine « (p;, a, b) negativen zaradi svoje orientiranosti; ostala dva clena sta
pozitivna. PovrSina « (p;, a, b) predstavlja natanko tisto povrSino Stiristranega
mnogokotnika (p,, b, ¢, a), ki je zunaj trikotnika 7. Tako je kon¢na povrSina natancno «
(7). Podobno velja tudi za izhodi$¢no to¢ko p = p,. Obe povrsini, 4 (p,, a, b) in 4 (p,,
b, c¢) sta zaradi svoje orientiranosti negativni in se od 4 (p,, ¢, a), ki je pozitivna,
odstejeta. Ostanek je natancno « (7). Podobno velja za katerokoli poljubno to¢ko na

ravnini, znotaj ali zunaj trikotnika 7.
3.4 Izvedba triangulacije
3.4.1 Diagonala - notranja ali zunanja

Pri triangulaciji je potrebno najprej poiskati diagonalo mnogokotnika. Diagonala
razdeli mnogokotnik na dva dela. Postopek je potrebno ponavljati, dokler mnogokotnik
ni razdeljen na same trikotnike. Da je daljica v,v;, i# diagonala mnogokotnika P, mora
veljati dvoje: da ne seka meje mnogokotnika 6P in, da je v vsej svoji dolzini v
notranjosti mnogokotnika P. Diagonale mnogokotnika se med seboj ne sekajo.

Dolocanje diagonal [8] je preprosta aplikacija, ki se ponavlja, dokler niso dolocene vse
diagonale mnogokotnika: za vsak rob e mnogokotnika P, ki se ne dotika nobenega
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krajis¢a diagonale s, se preveri, ¢e e seka s. Ko je ugotovljeno presecis¢e med e in s,
daljica s ni diagonala mnogokotnika. Ce noben tak rob ne seka s, potem je s diagonala
mnogokotnika P. V primeru kolinearnosti tock ta nacin ni uspesen (Slika 3.10).

Slika 3.10 Teme, sosednje i, je kolinearno z ij.

Ce je rob vy, kolinearen z v, potem v,v; ni diagonala mnogokotnika. Naj bo rob
mnogokotnika e = (v;;, v;) kolinearen z v,v;. Mogoca sta primera, ko je daljica v,
daljSa od e; pri j=i-1 (Slika 3.10a) in ko je daljica v,v; krajSa od e (Slika 3.10b), vendar

to ni ve€ enostaven poligon.

Vzporedno z aplikacijo dolo¢anja diagonal je potrebno za vsako diagonalo preveriti, ¢e
ne seka druge diagonale. To se preveri z medsebojnim primerjanjem koordinat krajiS¢
obeh diagonal. Na koncu je potrebno za vsako diagonalo preveriti, ali lezi v notranjosti
mnogokotnika P.

Vprasanje notranjosti in zunanjosti je test lokalne narave. Ce je diagonala s = vy v

okolici temen v; in v; v notranjosti mnogokotnika P, potem je v notranjosti

mnogokotnika v vsej svoji dolzini. Diagonala v vsej svoji dolzini namre€ ne seka meje

mnogokotnika &P. Zadostno je testiranje ene same konéne totke diagonale. Ce je
diagonala s v okolici tocke v; v notranjosti mnogokotnika, potem je v notranjosti

mnogokotnika tudi v okolici tocke v; in obratno. Podobno velja tudi za zunanjost. Test
se tako zozi na pregled okolice tocke v;. MoZna sta primera, ko je teme v v; izboceno

(Slika 3.11a) ali vboceno (Slika 3.11b).
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| i+l

i+l

b

Slika 3.11 Diagonala s = jj izhaja iz trikotnika doloCenega s temeni v; ;, v, v, ;: (a) i je

izboceno teme;(b) i je vboceno vboceno teme.

Na sliki 3.11a je diagonala ij s krajiS¢em v izbofenem temenu v, Jasno je, da je
diagonala v notranjosti mnogokotnika P, ¢e je v notranjosti trikotnika z vrhom v
temenu v;. To pomeni, da mora biti teme v, | na levi strani diagonale v,v; in teme v;;; ne
levi strani v;v;. Ta pogoj se preverja s pomocjo racunanja povrSine med temeni 7, j in i-
1 ter 7, i+1 in j. Ce je povrsina (radunana s pomog&jo vektorskega produkta) pozitivnega
predznaka, potem predpostavka levega drzi, e je negativnega predznaka, predpostavka
levega ne drzi.

V primeru vbocenosti temena i ta nac¢in odpove, saj sta lahko temeni i-1 in /+1 hkrati
obe na desni strani, hkrati obe na levi strani ali vsako na svoji strani diagonale ij.
Podobnost s primerom a je ta, da je notranjost pri izbo¢enem temenu enaka zunanjosti
pri vbocenem temenu. Notrajnost in zunanjost sta zamenjani. Pri drugem primeru torej
velja (test po istem nacinu kot pri izbo¢enem temenu), ¢e diagonala ni zunanja, potem

je notranja. Testira se zunanjost. Pred testiranjem notranjosti oziroma zunanjosti je
tako potrebno dolociti, ali je teme v, izbocCeno ali vboceno. Teme v; je izboceno, Ce je

teme v, na levi strani ali na robu v; v, Po dogovoru je teme v;, pri katerem je notranji
kot enak =, tudi izboceno.

3.4.2 Triangulacija z odstranjevanjem uses

Zgoraj opisani postopek triangulacije mogokotnikov se ne uporablja prav pogosto, saj
je zaradi vsakokratnega pregledovanja pravilnosti diagonale precej pocasen.

Hitrej$i je nacin, pri katerem se postavlja diagonalo med temeni v; in v;,,, pri ¢emer
mora biti v;,; izbo¢eno teme. Imenuje se nacin odstranjevanja uSes mnogokotnika [8].

Po definiciji ima vsak mnogokotnik z n>4 vsaj dva neprekrivajoca se uhlja.
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Triangulacija se zacne v izhodiS¢nem temenu v,. Poiskati je potrebno prvo trojico v,
Vi1 Virp, (uhelj mnogokotnika), t.j. izbo¢eno teme z vrhom v v;,;. Ko je taka trojica
najdena, je daljica v,, v;,, gotovo diagonala mnogokotnika. Trikotnik v;, v;,;, v;1, se
'odreze' od preostanka mnogokotnika. Postopek se ponavlja, dokler od mnogokotnika
ne ostane samo (zadnji) trikotnik. Triangulacija po nacinu odrezovanja uSes je s tem
koncana (Slika 3.12). [zhoden podatek je seznam diagonal, ki so definirane z lastnimi

.....

Tabela 3.1: Izhodni podatek: seznam diagonal za sliko 3.12.

Diagonale:

1-3 3-7 9-11 9-14 7 - 15
4-6 1-7 9 -12 8 -14 7-16
3-6 0-7 12 - 14 8 - 15 7-17

Slika 3.12 Mnogokotnik razdeljen na trikotnike po nac¢inu odstranjevanja uhljev.
3.5 Razdeljevanje na trapeze

Poleg razdeljevanja na trikotnike, je mnogokotnik mogoce razdeliti tudi na trapeze (na
konveksne povrSinske elemente). Ta razdelitev je lahko osnova za nadaljnje
razdeljevanje na trikotnike. Razlika med triangulacijo in razdeljevanjem na trapeze je
ta, da so pri prvi razdelitvi razdelitveni elementi diagonale, pri drugi razdelitvi pa so
razdelitveni elementi horizontalne ali verikalne (horizontalna ali vertikalna trapezna
dekompozicija) linije skozi temena v, ki so pri dekompoziciji mnogokotnika omejene z
njegovo mejo JP (Slika 3.13), pri dekompoziciji ureditve ¢rt pa s ¢rtami samimi ali pa
se nadaljujejo v neskoncnost (Slika 3.14). Na Sliki 3.13 je prikazana vertikalna
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trapezna dekompozicija. Pri horizontalni trapezni dekompoziciji so razdelitvene Crte
postavljene horizontalno.

Slika 3.13 Vertikalna trapezna dekompozicija.
3.5.1 Trapezna dekompozicija s pregledovanjem ravnine

Razdeljevanje na trapeze je izvedljivo s pomocjo razli¢nih deterministicnih ali
nakljunih inkrementalnih algoritmov. Pri deterministicnem nacinu gre za
pregledovanje poligona oziroma planarnega grafa s pomocjo horizontalne ali
vertikalne linije [7]. Ce je pregledovalna linijo vertikala, potem koordinata x
predstavlja ¢as, v katerem se pregledovalna linija L pomika od x = -oo proti x = +oo. Naj
bo N niz n-tih linearnih segmentov na ravnini (Slika 3.14).

Slika 3.14 Pregledovanje ravnine z vertikalno linijo L.
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Naj bo rezultat trapezne dekompozicije H(N). Naj bo H/(n) presek med polravnino x<t
in dekompozicijo H(N). H(n), ki se med procesom pregledovanja ravnine ves cas
spreminja oziroma obnavlja, postane pri x = +oo enak H(N). H(n) se spreminja oziroma
obnavlja vsaki¢, ko pregledovalna linija L preide kaksSno izmed karakteristi¢nih tock
(krajisce linijskega segmenta, presecis¢e dveh segmentov). Pregledovalna linija L tako
napreduje od x = -0 proti x = +oo, od ene karakteristi¢ne tocke do druge. V vsakem
trenutku je potrebno vedeti, katera bo naslednja karakteristiéna tocka, ki jo bo
pregledovalna linija L zadela. Vse karakteristiéne tocke so popisane v t.i. popisu
dogodkov. Razvrs¢ene so po nara$cujoci koordinati x. Tako je v vsakem trenutku x = ¢
znano, katera karakteristicna tocka je prva na desni strani pregledovalne linije L,.
PreseciS¢ linijskih segmentov v prvi fazi v tem seznamu ni. Ta so doloc€ljiva s pomocjo
mejnega seznama. V mejnem seznamu so zapisani vsi linijski segmenti, ki jih v danem
trenutku x = ¢ pregledovalna linija L, seka. Za Sliko 3.14 je mejni seznam {a, b, c, e, d,
/1. g, }. Do presecis¢a lahko pride le med segmentoma, ki sta si v mejnem seznamu
sosednja. Glede na to (Slika 3.14), da se razdalja med segmentoma a in b, ko se
pregledovalna linija L priblizuje presec¢iscu v, manjSa, se lahko naslednje presecisce
natancno dolo¢i vnaprej. Isto velja za vse ostale pare v mejnem seznamu. Ko je
presecisc¢e doloceno, se ga pripiSe v popis dogodkov. Na zaCetku pregledovanja
ravnine sta H(N) in mejni seznam prazna. V popisu dogodkov so krajis¢a vseh
elementov niza N razvr§€ena po naraScujoci koordinati x. Vsakic¢, ko pregledovalna
linija L preide katero karakteristi¢nih tock, se ta v popisu dogodkov zbrise. To pomeni,
da se zbriSe tocka z najmanjSo vrednostjo x. Ko pregledovalna linija L preide
karakteristi¢no toc¢ko p, se dogaja naslednje (Slika 2.17):

Slika 3.15 Pregledovanje (a) leve krajiScne tocke linijskega segmenta e; (b) desne
krajiS¢ne tocke linijskega segmenta e; (c¢) presecis¢a med linijskima segmentoma g in f.
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1. Karakteristi¢na tocka p je levo krajisce linijskega segmenta ee N. V tem primeru
se segment e doda mejnemu seznamu. Segmenta a in b, za katera se predpostavi,
da vedno obstajata (lahko se ju umetno doda nad in pod vse ostale segmente niza
N), sta v popravljenem mejnem seznamu pred in za segmentom e. V tem trenutku
se spremeni tudi H(n), ki se mu doda segment e in vertikalna povezava med
segmentoma a in b, ki gre skozi karakteristi¢no to¢ko p. V mejnem seznamu sta
sedaj segmenta ¢ in e sosednja. Ce se sekata na desni strani tocke p, je to
presecisce natancéno dolocljivo. Ob predpostavki, da ga v popisu dogodkov Se ni,
se novo presecisSce tja vpise. Isto se naredi tudi za segmenta b in e.

2. Karakteristicna tocka p je desno krajisce linijskega segmenta e N. V tem primeru
se segment e zbriSe iz mejnega seznama. V H(n) se doda vertikalna povezava
med segmentoma a in b, ki gre skozi karakteristicno tocko p. Segmenta a in b
postaneta v popravljenem mejnem seznamu sosednja. Ce se sekata ne desni strani
tocke p, je to presecisce natancno dolocljivo. Ob predpostavki, da ga v popisu
dogodkov $e ni, se novo presecisce tja vpise.

3. Karakteristicna tocka p je preseCis¢e dveh linijskih segmentov e, feN. V
popravljenem mejnem seznamu segmenta f'in g zamenjata mesti. Popravi se H(n),
kamor se vpiSe presecisce p in vertikalna povezava med segmentoma « in b, ki gre
skozi karakteristicno tocko p. V popravljenem mejnem seznamu sta sedaj sosednja
segmenta a in fter b in g. Za oba para je potrebno preveriti obstoj preseciSca
desno od karakteristi¢ne tocke p (kot opisano v tocki 1.) in ob predpostavki, da ga
v popisu dogodkov $e ni, se novo presecisce tja vpise.

3.5.2 Inkrementalni algoritem trapezne dekompozicije

Inkrementalni algoritem trapezne dekompozicije [7] temelji na dodajanju linijskih
segmentov v niz N po nakljuénem vrstnem redu. Za vsak na novo dodan linijski
segment se dodajo karakteristi¢ne vertikale, ki so del trapezne dekompozicije. Naj bo
N niz n linijskih segmentov na ravnini (Slika 3.16) in H(N) kon¢ni rezultat razdelitve
na trapeze (Slika 3.17). H(N) nastaja inkrementalno z dodajanjem segmentov iz niza N,
enega za drugim po naklju¢nem vrstnem redu. V i-tem koraku algoritma je zgrajen
H(N), pri cemer N predstavlja niz prvih i naklju¢no izbranih linijskih segmentov. Na
Sliki 3.18 je prikazana trapezna dekompozicija za prve Stiri linijske segmente.
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Slika 3.16 N: niz 7 linijskih segmentov na ravnini.

Slika 3.17 H(N): kon¢ni rezultat trapezne dekompozicije.

Slika 3.18 Trapezna dekompozicija H(N*) za prve §tiri linijske segmente.
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Slika 3.19 Potovanje vzdolZ linijskega segmenta S = S5 od tocke s, proti tocki s;v
razdelitvi H(N*).

Slika 3.20 H'(N*) = H(N5).

Naj bo H(N4) trapezna dekompozicija po Stirih dodanih linijskih segmentih. Naj bo
tocka s, eno dveh krajiS¢ linijskega segmenta S = Ss. Predpostavimo, da tocka s, lezi v
trapezu, ki je v H(N*) Ze dolocen. Za dolocitev karakteristicnih tock je potrebno
pregledati vse Ze doloCene trapeze R, R, ... v H(N%), preko katerih gre novododani
linijski segment Ss. Potrebno je potovati vzdolz linijskega segmenta S = S5 od krajisca
sy proti krajiScu s, in pri tem pregledovati obmocja R, R, ... (Slika 3.19). Naj bo f
katerikoli trapez v H(N?), ki ga linijski segment S;;; seka. V vsakem pregledanem
trapezu je potrebno ugotoviti karakteristicne tocke (Slika 3.20) in skozi njih dodati
vertikale (za vertikalno dekompozicijo).
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Slika 3.21 Razdeljevanje trapeza f.

Kaj se dogaja, ko linijski segment S, seka Ze doloCene trapeze, je prikazano na Sliki

3.21. Ce linijski segment S preseka zgornjo ali spodnjo stranico trapeza f; potem je
potrebno skozi to preseCis¢e postaviti vertikalo, ki je sestavni del trapezne
dekompozicije in je na obeh koncih omejena z dvema drugima Ze postavljenima
linijskima segmentoma (na enem koncu se lahko konéa v neskonénosti). Ce krajiice
segmenta S leZi v notranjosti trapeza £, kot v primeru R, in Rs na Sliki 3.19, potem je
potrebno skozi to krajis¢e postaviti vertikalo. Ce novododani segment S seka Ze
postavljeno vertikalo v H(N%), je potrebno to vertikalo odrezati zgoraj, ¢e je
karakteristi¢na tocka pod S, ali spodaj, ¢e je karakteristicna tocka nad S. Ko so
pregledani vsi trapezi vzdolZ segmenta S in skozi karakteristine to¢ke dodane vse
vertikale, je dolo¢ena nova razvrstitev H'(N*) = H(N?). Prikazana je na Sliki 3.20. Sledi
dodajanje naslednjega linijskega segmenta iz niza N. Rezultat trapezne dekompozicije

je prikazan na Sliki 3.17.
3.6 Razdeljevanje mnogokotnikov na konveksne povrsinske elemente

Mnogokotnike je mogoce, poleg triangulacije in razdelitve na trapeze, razdeliti tudi na
konveksne povrSinske elemente. Pri tem se je potrebno drzati dveh nacel:

1. Razdeliti mnogokotnik na ¢im manj konveksnih povrSinskih elementov.
2. Izvesti to razdelitev v ¢im krajSem clasu.

Ti dve naceli si nasprotujeta. Tako se moZne resitve razdeljevanja razlikujejo po tem,
katero od obeh nacel je upoStevano v vecji meri. Poiskati je potrebno kompromisno
reSitev med obema naceloma.

Dekompozicijo mnogokotnika P je mogoce narediti s postavljanjem diagonal ali s
postavljanjem linijskih segmentov. Razlika je v tem, da so krajiS¢a diagonal vedno
temena v mnogokotnika P, za segmente pa je pomembno samo to, da njihova kraji§ca
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leZijo nekje na meji mnogokotnika 6P. Delitev s pomoc¢jo segmentov je precej bolj
zapletena, vendar ponuja optimalnejSe rezultate.

Teorem (Chazzele) [8] pravi:

Naj bo ® najmanjSe Stevilo konveksnih povrSinskih elementov. Za mnogokotnik z r
vbogenimi temeni velja, [r/2]+1<® <r +1.

Ce se skozi temena, ki imajo notranji kot > 7 (vbo&eno), potegnejo diagonale, nujno
nastaneta dva konveksna povrsinska elementa. Stevilo takih elementov je » + 1. Z eno
diagonalo je torej mogoce dobiti najve¢ dva taka elementa. Rezultat je [r/2]+1

konveksnih elementov (Slika 3.22, Slika 3.23).

Slika 3.22 r + 1 konveksnih elementov: » = 4; 5 elementov.

Slika 3.23 [/ 2]+ 1 konveksnih elementov: » = 7; 5 elementov.

Tako dekompozicijo je mogoce dobiti z odvzemanjem nepomembnih diagonal.
Diagonala d je za teme v nepomembna, ¢e njena odstranitev ne ustvari povrSinskega
elementa, ki bi bil v temenu v vbocen. Teme v mora biti tako v vsakem primeru
vboceno. Vsako vboceno teme ima najve¢ dve pomembni diagonali. Diagonala, ki ni
pomembna za nobeno teme, je nepomembna digonala.

Algoritem je preprost. Najprej je potrebno mnogokotnik P razdeliti na trikotnike in po

vrsti odvzemati vse nepomembne diagonale. Na Sliki 3.24 je prikazano vboceno teme
v. Sosednji temeni sta v, in v.. Levo od v, v je polravnina H, desno od v, v, je
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polravnina H,. Na polravnini H, je lahko najve¢ ena pomembna diagonala. Ce sta
diagonali dve, je tista, ki je bliZja (v, v,), nepomembna. Njena odstranitev ne povzroci
vbocenosti povrsinskega elementa v temenu v. Podobno velja tudi za polravnino H..

Slika 3.24 Pomembne diagonale. Diagonala a je nepomembna, saj diagonala b v
polravnini H, Se vedno zagotavlja izboCenost v temenu v. Podobno je tudi ¢
nepomembna diagonala.

3.6.1 Optimalna konveksna razdelitev mnogokotnika

Razdeljevanje s segmenti je precej bolj zapleteno, vendar ponuja optimalnejSe

rezultate. Mogoca je tudi delitev, pri kateri se delitveni segmenti s meje mnogokotnika
oP ne dotikajo (Slika 3.25).

Slika 3.25 Optimalna konveksna razdelitev mnogokotnika.
3.7 Ravninski elementi v prostoru
Za popisovanje teles v prostoru se prav tako uporabljajo zgoraj nasteti elementi, le da

so njihove funkcije nekoliko spremenjene. Osnovni element je Se vedno tocka,
dolocena s tremi kordinatnimi vrednostmi in ne dvema, kot na ravnini:
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tocka v prostoru p; = [x;, ¥, z;] € R3.

Mnogokotnik je Se vedno obmocje na ravnini, ki je lahko katerakoli ravnina v prostoru;
razmejitev med notranjostjo in zunanjostjo mnogokotnika dolo¢a niz linijskih
segmentov. Razmejitev med notranjostjo in zunanjostjo prostorskih teles pa ne
dolocajo ve€ linijski segmenti mnogokotnika, ampak povrSinski elementi, ki jih ti
mnogokotniki dolocajo. Naceloma so lahko ti povrSinski elementi poljubni
mnogokotniki, vendar so to ponavadi konveksni mnogokotniki, najveckrat trikotniki
ali konveksni Stirikotniki.

Pri rekonstrukeiji povrSine, opisani v 8. poglvju, so uporabljeni povrSinski elementi, ki
lo¢ujejo prostorsko notranjost od zunanjosti, Delaunayevi trikotniki.
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4 Lupine v 2D

Ce gre pri mnogokotnikih v grobem za razdeljevanje ravnine na dva dela, t.j. na
zunanjost in notranjost mnogokotnika, so lupine ze bolj kompleksne strukture. Ne
samo, da predstavljajo eno osrednjih podrocij racunske geometrije, temvec je z njimi
mogoce resiti tudi velik del ostalih problemov, ki se pojavljajo z razvojem racunske
geometrije.

Konveksna lupina je uporabna kot samostojna struktura, ali pa kot pripomocek za
graditev kompleksnejSih oblik in preko tega za proucevanje njihove geometrije in
topologije.

Pojem konveksnosti je naceloma dolocljiv nedvoumno, za prepoznavanje konveksnosti
in konveksnih lupin pa kljub temu obstaja ve¢ razlicnih definicij. Nekatere izmed njih
SO:

1. Nizu elementov R4 pravimo konveksen, ¢e povezava med Katerimakoli
elementoma (tockama) tega niza lezi v vsej svoji dolzini v njegovi notranjosti.
Najenostavnejsi niz v R4 je polprostor (polravnina).

2. Konveksna lupina, sestavljena iz niza to¢k N, je presek vseh polravnin, ki
vsebujejo ta niz N.

3. Konveksna lupina, sestavljena iz niza tock N na ravnini, je najmanjsi konveksni
mnogokotnik, ki obdaja niz N. V takem primeru ne obstaja noben manjsi
mnogokotnik P', za katerega bi veljalo P > P' o N.

4. Konveksna lupina, sestavljena iz niza to¢k N na ravnini je unija vseh trikotnikov,
ki jih dolocajo tocke niza N.

5. Konveksen niz to¢k xi,..., x; je vsota o,;x; + ... +a,x; , pri Cemer mora veljati @;>0
za vse i in a; + ... too,. = 1. Linijski segment je konveksna kombinacija lastnih
krajis¢; k£ = 2, trikotnik je konveksna kombinacija lastnih temen, k& = 3, tetraeder je
konveksna kombinacija lastnih temen; £ = 4. Vsi ti elementi so sami po sebi
konveksni.

Pri reSevaju problemov s podro¢ja lupin je glavno vpraSanje, kaj naj bo rezultat oz.
kako naj bo oblikovan izhodni podatek. Naj bo N niz n-tih neurejenih toc¢k na ravnini.
Kot izhoden podatek je moZen seznam vseh skrajnih tock niza N, ali pa dolocena meja
mnogokotnika. Skrajne tocke niza N so temena konveksne lupine, meja mnogokotnika
pa je konveksen mnogokotnik, ki niz tock na ravnini s konveksno lupino omejuje -
razmejuje od okolice. Razlika je v tem, da se s podatkom o meji dobi niz tock, ki po
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vrstnem redu dolocajo lupino, ponavadi v nasprotni smeri urinih kazalcev, pri seznamu
skrajnih tock pa so ti podatki neurejeni.

Za dolocanje konveksnih lupin obstaja cela vrsta algoritmov. V sploSnem se delijo na
deterministi¢ne in naklju¢ne. Tu se pokaze prednost naklju¢nih algoritmov, saj so v
sploSnem razsirljivi na ve¢dimenzionalne prostore, medtem ko ni nujno, da bodo
deterministi¢ni algoritmi, ki so uporabni na ravnini, uporabni tudi v prostoru. Ce Ze, je
lahko njihovo izvajanje zapleteno ali zelo pocasno. V nadaljevanju sta na kratko
predstavljena po dva deterministi¢na in dva naklju¢na algoritma.

4.1.1 Deterministicen algoritem za konstrukcijo konveksne lupine v 2D

Pri prvem deterministicnem nacinu je potrebno konveksno lupino razdeliti na zgornjo
in spodnjo verigo [7] (Slika 4.1).

Slika 4.1 Zgornja in spodnja veriga.

Loc¢nici med njima sta toc¢ki z najmanj$o in najvecjo vrednostjo koordinate x. Tocke iz
niza N je potrebno razporediti po naraS$€ujoci koordinati x. Glavna ideja je, da se nizu
Ni, ki vsebuje prvih i Ze pregledanih tock, dodajajo naslednje tocke, za katere se
preverja, ali lezijo na konveksni lupini ali v njeni notranjosti.

Naj bo N niz prvih i tock, naj bo U(N?) zgornja veriga, ki je Ze doloCena v okviru Ni.
Naslednja tocka, ki jo je potrebno pregledati, je p = p;,;. Zadnja, za katero je
ugotovljeno, da je del verige U(N?), naj bo tocka r. 1z tocke r je potrebno potovati po
meji U(N?) v levo in pregledovati Ze postavljene to¢ke na zgornji verigi. Pri tocki g je
pregledovanje koncano, saj lezi naslednja tocka s pod linijo pg. O¢itno je, da je v
zgornjo verigo U(N*1) potrebno pripisati povezavo med to¢kama p in g ter zbrisati vse
tocke iz ze dolocene verige U(N?), ki so desno od tocke ¢g (Slika 4.2). Enak postopek je
potrebno ponoviti Se za dolo€anje spodnje verige.
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Slika 4.2 Dodajanje nove tocke. (a) U(NY); (b) U(N).

Drugi deterministi¢en algoritem je znan kot Graham-ov algoritem [8]. Vhodni podatek
je niz n-tih to¢k N, za katerega je potrebno ugotoviti konveksno lupino. Ideja temelji na
izbiri neke poljubne toc¢ke x v notranjosti meje mnogokotnika in ureditvi vseh tock niza
N po naraS¢ujocem relativnem kotu v nasprotni smeri urinih kazalcev (Slika 4.3).

Slika 4.3 Tocka x je poljubna, ostale so oznacene glede na naraScujoci kot o
OLGSOLbSOLCSOLdS SOL]

Naslednji korak je pregledovanje Ze urejenih tock na ravnini. Prvi to€ki niza S, ki
doloc¢a konveksne lupine, sta S = (a, b). Naslednja tocka, ki sledi glede na nara$¢ujoce
kote, je to¢ka c. Konveksnost v vsaki tocki se dolo¢a z Ze omenjeno metodo hodca po
meji mnogokotnika. Ker hodec po ze postavljeni lupini naredi na poti a, b, ¢ v tocki b
zavoj v levo, je to¢ka b gotovo izboceno teme in toc¢ka ¢ se pripiSe nizu S = (a, b, ¢).
Kot naslednjo je potrebno preveriti to¢ko d. Na poti b, ¢, d naredi hodec v temenu ¢
zavoj v desno. To pomeni, da je ¢ gotovo vboceno teme in kot tako ne more biti del
meje konveksnega mnogokotnika oz. konveksne lupine. Tocka ¢ se iz niza S izbriSe,
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vpise se tocka d, S = (a, b, d). Ta postopek je potrebno ponavljati, dokler v nizu S prvi
in zadnji element nista enaka; S = (a, b, d, e, g, i, ], a).

Glavni problem je, da ni mo¢ z gotovostjo trditi, da sta to¢ki a in b na meji
konveksnega mnogokotnika oz. na konveksni lupini. Tako bi se v primeru, da nista,
postopek preverjanja nadaljeval naprej, kljub temu, da je bil pregledan Zze ves niz N.
Med zacetkom in koncem niza S ne bi bilo logi¢ne povezave.

Problem nastane tudi v primeru, ¢e je Ze v prvem koraku, pri trojici S = (a, b, ¢),
ugotovljeno, da je teme b nedvoumno vboceno, t.j. da hodec v tem temenu naredi obrat
v desno. Tocka b tako ne more biti del niza S. V tem primeru je potrebno b iz niza S =
(a, b) zbrisati. Ostane samo S = (a). Z eno samo tocko naslednje tocke ni mogoce
preverjati, potrebni sta najmanj dve.

Resitev je, ¢e se za nakljuéno tocko x izbere najniZjo (po koordinati y) to¢ko niza N. Ce
sta taki tocki dve, naj bo izbrana najbolj desna, najnizja to¢ka niza N. Zaporedno

urejanje po narascujoCih kotih je enako kot prej omenjeno. Glede na velikost
relativnega kota naj bodo tocke zdaj oznacene s p, py, ..., p,.; V nasprotni smeri urinih

kazalcev. V tem primeru je logi¢no,da so tocke p,, p; in p,.; na meji konveksnega
mnogokotnika oz. na konveksni lupini. S tem sta odpravljena oba prej omenjena
problema. Novo oznacevanje in urejanje je prikazano na Sliki 3.4.

Slika 4.4 Osnova urejanja je tocka 0, (na Sliki 4.3 tocka j).
4.1.2 Naklju¢ni algoritem za konstrukcijo konveksne lupine v 2D
Prvi nakljuc¢ni algoritem temelji na dodajanju polprostorov R4, v tem primeru polravnin
R2, v ureditev H(N). H(N) predstavlja presek vseh Ze dodanih polravnin. Polravnina je

najosnovnejSa konveksna lupina. Presek konveksnih lupin da vedno novo konveksno
lupino. Presek polravnin je torej konveksna lupina [7].
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Naj bo N niz polravnin in H(N?) konveksna lupina, t.j. presek vseh polravnin po dodani
polravnini S = §;. Naslednji korak je dodajanje (i+1). polravnine S = S, k ureditvi

H(NY) (Slika 4.5).

Slika 4.5 Dodajanje polravnine S = S, , k ureditvi H(N?).

Ureditev H(Ni*!) bo nastala iz H(N?) po odstranitvi kape i+1, ki je presek H(N)) N S,
pri ¢emer je polravnina S komplementarna polravnini S. Najprej je potrebno izbrati
poljubno teme p € H(Ni), ki lezi na komplementarni ravnini S ,,;. Ce tako teme ne
obstaja, se lahko ravnino S = S,,, izpusti, saj ne vpliva na HWN*1) = H(N)) N S,,,. Ce

vvvvv

(vedno sta dve) med H(N) in mejo polravnine S, (oziroma S ;).

Pregledovanje H(N') se zacne v temenu p. Naj bo f prvi rob, ki ga je potrebno
pregledati. Ce f'v celoti lezi na polravnini S, potem ga je potrebno s pripadajo¢ima
temenoma odstraniti. Prvi rob £, ki lezi na S samo delno, je hkrati tudi zadnji, ki ga je
potrebno pregledati v tej smeri. Na Sliki 4.5 je to rob el. Ta rob f'se razdeli na dva dela
tako, da se tisti del, ki leZi na polravnini S, izbrise, druga polovica pa je hkrati del
ureditve H(Ni™1). Pregledovanje je potrebno ponoviti tudi v drugi smeri, da se ugotovi
Se drugi rob, ki lezi hkrati na polravninah S in S. Drugi rob na Sliki 4.5 je e2. Od
ureditve H(N?) je potrebno odstraniti kapo, del dS;,,, ki leZi med obema odrezanima

robovoma £, ki postaneta nova robova ureditve H(Ni*1). Tretji nov rob ureditve H(N'*1)
je rob polravnine S;,, ki je na obeh koncih omejen z Ze doloenima robovoma el in
e2.

Drugi naklju¢ni algoritem je prav tako kot prejSnji inkrementalen, vendar gre v tem
primeru za dodajanje tock [8] (v prejSnjem primeru je Slo za dodajanje polravnin).
Algoritem je wuporaben tudi v vecdimenzionalnem prostoru, pri konstruiranju
konveksnih lupin v 3D, kar je eno pomembnejSih podrocij racunalniske geometrije.

Osnovna ideja je dodajanje tock ene za drugo h konveksni lupini, ki jo Ze dolo¢a prvih
k dodanih tock oziroma dodajanje tocke k obstojeci konveksni lupini. Naj bo P = {p,,
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P1s --» Pu1) Niz tock na ravnini. Prva konveksna lupina je trikotnik, sestavljen iz to¢k
konv{py.p,.p>}. Naj bo Q = H_; in p = p,. Dolo¢anje konveksne lupine konv{Q C p} se

raz$iri na dve moznosti v odvisnosti alip e Q alip ¢ Q:

1. p € 0. Ceje ugotovljeno, da lezi tocka p v obmogju O, potem se jo lahko izpusti,
saj ne vpliva na obliko konveksne lupine. Isto velja, ¢e tocka p lezi na meji QO t.j.
na 00. Za doloCanje notranjosti oziroma zunanjosti se uporabi Ze omenjeno t.i.
predpostavko levega (3.4.1). Za vsak rob konveksne lupine Q posebej se preverja
ali je totka na njegovi levi strani. Ce to velja preko cele meje obmoé&ja 80, potem
je tocka p v notrajnosti Q.

2. p 0. Ce se za katerikoli rob izkaZe, da predpostavka levega ne drZi, potem velja
p £ O in mogoca je dolocitev konv{Q C p}. Potrebno je poiskati dve tangenti, ki
povezujeta to¢ko p in obmocije Q in oblikovati novo konveksno lupino (Slika 4.6).

Slika 4.6 Tangenti od tocke p h Q; "levo" pomeni, da je tocka p levo od nakazane
smeri in "!levo", da tocka p ni levo od nakazane smeri.

Tangenta, ki povezuje to¢ko p, z obmocjem Q, se dotika meje konveksne lupine QO v
eni sami toCki. Naj bo p; ena izmed takih to¢k. Tudi v tem primeru se to¢ko lahko

dolo¢i z uporabo predpostavke levega. Na Sliki 4.6 je vidno, da je tocka p levo od
smeri p, p; in desno oziroma "nelevo" od smeri pp;,,. Za zgornjo tangento velja ravno

obratno. To¢ka p desno od smeri p; ;p; in levo od smeri pp;,;. Sledi, da je tocka p;

toCka tangente, Ce se za dve sosednji tocki dobi drugacen rezultat predpostavke levega.
Ostane $e konstrukcija nove konveksne lupine, Ki je (pg, pys s Pi1> Pis Ps Pjs Pjt1s s P

1) -
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4.2 Nekonveksna lupina niza toc¢k na ravnini

Slika 4.7 Lupina niza tock N, n = 21.

Na Sliki 4.7 je prikazana nekonveksna lupina niza tock N. Narejena je s pomocjo
algoritma, ki je opisan v osmem poglavju, in predstavlja projekcijo to¢k v prostoru na
ravnino. Crtkani robovi med posameznimi to¢kami niza N predstavljajo Delaunayevo
triangulacijo.
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5 Konveksne lupine v 3D

Na ravnini je konveksna lupina dolo¢ena kot ovoj, ki se ga lahko ovije okoli vseh
ekstremnih to¢k niza N tako, da so vse tocke niza v notranjosti ovoja ali vsaj na
njegovi meji (te so ekstremne tocke niza N). Lupina je torej sestavljena iz tock na
ravnini (temen), ki so med seboj povezane z linijskimi segmenti (robovi). Tudi v
prostoru je lupina ovoj, ki ga je mogoce oviti okoli vseh ekstremnih tock niza N tako,
da so vse prostorske to¢ke v njegovi notranjosti ali vsaj na njegovi meji. V prostoru je
lupina sestavljena iz mnozice tock (temen), ki so med seboj povezane z linijskimi
segmenit (robovi), ti pa med seboj tvorijo ploskve. Temena robov so hkrati tudi temena
ploskev. Podobno kot je lupina v 2D dolocena kot presek polravnin R2, je konveksna
lupina v 3D doloc¢ena kot presek polprostorov R3.

5.1 Polieder

Polieder je naravno posploSevanje ravninskega mnogokotnika v prostor, je obmocje v
prostoru, katerega meja vsebuje koncno Stevilo vecstranih ploskev, ki so lahko
nepovezane, ali pa se med seboj dotikajo v robovih in temenih. Ta definicija je precej
nejasna, Se posebej, kadar ima opraviti z lupinami na splosno.

Meja poliedra je sestavljena iz treh vrst geometrijskih objektov: ni¢dimenzionalnih
temen (tocke), enodimenzionalnih robov (linijski segmenti) in dvodimenzionalnih
povrsin (mnogokotniki). Povrsino poliedra je mogoc¢e natan¢no oznaciti z odnosi med
posameznimi geometrijskimi elementi. Pri tem so upoStevani trije pogoji: elementi se
morajo med seboj sekati "pravilno", lokalna topologija mora biti "pravilna", globalna
topologija mora biti "pravilna" [8].

1. Elementi se sekajo "pravilno".

Za vsak par ploskev se zahteva, ali

(a) se med seboj ne dotikata, ali

(b) imata eno skupno teme, ali pa

(c) imata dve skupni temeni in en skupen rob, ki ti dve temeni povezuje med seboj.

Nepravilno sekanje je torej prediranje ploskev in napacno dotikanje ploskev med seboj

(Slika 5.1). S tem, ko so doloCena presecis¢a med ploskvami, so dolocena tudi
presecisc¢a med robovi in temeni.
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Slika 5.1 Ploskev B prebada ploskev C; ploskvi 4 in C se dotikata napac¢no.
2. Lokalna topologija je "pravilna".
Lokalna topologija popisuje povrSino v okolici to¢ke. Tehni¢no se ta omejenost popise,

da naj bo okolica vsake tocke na povrSini homeomorfi¢na disku. Homeomorfnost
dopusca raztezanje in upogibanje, ne dopusca pa pretrganja (Slika 5.2).

Slika 5.2 Telesa na sliki niso poliedri. V vseh treh primerih okolica tocke ni
homeomorfi¢na disku: (a) tocka lezi hkrati na dveh ploskvah; (b) triangulacija ne da
enostavno zaprte povezave med elementi; (¢) objekt ni zaprt, okolica tocke je pol disk.

3. Globalna topologija je "pravilna".

Povrsina mora biti zvezna, zaprta in omejena. To pomeni, da namisljeni hodec lahko
prehodi katerokoli pot med katerikolima to¢kama na tej povrSini. V tem smislu so
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dovoljeni tuneli oziroma razlicne udrtine v lupino. Obravnavanje konveksnih lupin ne
zajema teh dveh pojavov.

Upostevaje vse skupaj sledi: meja poliedra je koncen zbir ravninskih, konveksnih,
omejenih poligonov na nacin, da:

1. se ploskve sekajo pravilno,

2. je okolica vsake tocke homeomorfi¢na oblika diska oziroma, da je povezava med
temeni preprosta poligonalna veriga,

3. daje povrSina zvezna.

Meja je torej zaprta in obdaja oziroma omejuje obmocje prostora. Vsak rob si delita
natancno dve ploskvi, ki se imenujeta sosednji. Za konveksen polieder velja, da je
segment, ki povezuje katerikoli tocki poliedra v notranjosti tega poliedra. Konveksnost
je popisljiva tudi z notranjimi koti. Notranji kot med dvema sosednjima ploskvama je
vedno <7 in vsota vseh takih kotov okoli vsakega temena je <2r.

Pravini poliedri so tisti, katerih ploskve so skladni, pravilni mnogokotniki:
enakostrani¢en trikotnik, kvadrat, pravilni petkotnik, itd. Stevilo ploskev, ki se stikajo
v enem temenu je enako za vsa temena pravilnega poliedra. Obstaja samo pet znacilno
pravilnih poliedrov, kar je prvi odkril Platon [8]. Ce je p $tevilo temen na ploskev in v
Stevilo ploskev, ki se dotikajo v temenu, mora za pravilni polieder veljati (p-2) - (v -
2) < 3 (Slika 5.3). V Tabeli 5.1 so prikazane vrednosti za pravilne poliedre.

Tabela 5.1: Seznam vrednosti p in v.

) y (p-2)(v-2) ime opis

3 3 1 tetraeder trije trikotniki na teme
4 3 2 kocka trije kvadrati na teme

3 4 2 oktaeder Stirje trikotniki na teme
5 3 3 dodekaeder trije petkotniki na teme
3 5 3 ikozaeder pet trikotnikov na teme
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Slika 5.3 Pravilna Platonova telesa.

Medsebojen odnos med Stevilom temen, robov in ploskev popisuje Eulerjeva formula
V-E+ F=2(Tabela5.2).

Tabela 5.2: Stevilo temen, robov in ploskev petih pravilnih poliedrov.

Ime P, v) | 4 E F
tetraeder (3,3) 4 6 4
kocka 4,4) 8 12 6
oktaeder (3, 4) 6 12 8
dodekaeder (5,3) 20 30 12
ikozaeder (3,5) 12 30 20

5.2 Inkrementalni algoritem za konstrukcijo konveksne lupine v 3D

Iz mnozice tock je mogoce dolociti polieder s pomocjo inkrementalnega algoritma.
Prej opisani algoritem je zadostoval za konstrukcijo konveksne lupine iz mnoZice toc¢k
na ravnini, naslednji pa omogoc¢a konstruiranje konveksne lupine iz mnozice tock v
prostoru [8].

Glavna ideja je identi¢na: pri i-tem dodajanju tocke je potrebno dolociti H; < konv(H;.
| U p,). Problem dolocanja se razdeli na dva dela. Naj bo to¢ka p = p; in Q = H, ;.
Ugotoviti je potrebno, e velja p € Q. Ce to drzi, se lahko to¢ko p izpusti, ¢e ne, je
potrebno dolociti 'stozec', ki je tangenten na Q in ima vrh v tocki p ter skonstruirati
novo konveksno lupino. Test p € QO se izvede podobno kot v dveh dimenzijah. Tocka p
je v notranjosti O, ¢e je p na pozitivni strani vsake izmed ploskev, ki dolocajo lupino
Q. Testiranje predpostavke levega omogoca volumen tetraedra, kakor to pri dveh
dimenzijah omogo¢a povrsina trikotnika. Ce je totka p v notranjosti lupine O, morajo
imeti vsi volumni enak predznak. Problem nastane, kadar je tocka zunaj lupine Q, saj
je potrebno le to spremeniti.
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V ravninskem primeru je bilo potrebno poiskati dve tangenti med toc¢ko p in lupino Q.
V prostoru pa tangentne linije zamenjajo tangentne ploskve. Te ploskve skupaj
oblikujejo stoZcasto telo, ki je sestavljeno iz trikotnih ploskev, katerih skupni vrh je v

tocki p, osnova pa rob e na lupini Q. 1z tocke p je nekaj ploskev na Q vidnih, nekaj pa
nevidnih. Vse tiste ploskve, ki so vidne je potrebno odstraniti pri spreminjanju Q = H;,

v H,. Robovi vidnosti postanejo osnova za konstrukcijo stoZca z vrhom v tocki p. Rob
e na lupini Q je torej tak rob, da je ploskev, ki povezuje e s p, tangenta na Q. Rob e je
soseden dvema ploskvama. Ena teh je iz toc¢ke p vidna, druga ne. Rob e je torej na meji
med vidnim in nevidnim delom Q.

Podobno je mogoce p razumeti kot izvor svetlobe. Del lupine QO bo osvetljen, drugi del
pa bo ostal v senci. Rob e je tista linija, ki loCuje osvetljeni del od sencnega.

V nadaljevanju algoritma je potrebno poiskati vse ploskve, ki so vidne iz to¢ke p. To
se ugotovi s pomocjo volumna, ki ga dolocajo tocke na lupini Q, to je trojica (a, b, c)
in to¢ka p. Ce je ploskev (a, b, ¢) iz tocke p vidna, potem je volumen tetraedra (a, b, c,
p) gotovo negativen. Taka ploskev se odstrani, H; pa se oblikuje iz nevidnega dela

lupine in ploskovne povezave med mejnim robom e in to¢ko p. V naslednjem koraku
se izbere novo tocko p = p; in celoten postopek preverjanja in ponovnega konstruiranja

se ponovi, dokler niso pregledane vse tocke niza N v prostoru.

Osnovni algoritem za racunalniSsko konstrukcijo lupine v 3D iz niza tock:

procedure: 3D inkr alg(i)
begin pripisati H, tetraedru (py.p.p>.P3);
fori:=4 until i <n do
begin
for za vsako ploskev f'stopnje H,_; do
begin
vol = vol (f, p,);
if vol < 0 then fje vidna
if nobena ploskev vidna then
izlocCiti p;; (* je v notranjosti H,_; *)
else
for za vsak mejni rob e stopnje H, | do
begin
konstrukcija ploskve e,p;;
end.
for za vsako vidno ploskev f'do
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begin
brisi f;
end.
Popravi H;;
end.
end.
end.

V vi§jih dimenzijah postanejo problemi bolj zapleteni in tezje predstavljivi.
"Hiperprostor" si je najlaze predstavljati, ¢e si znamo predstavljati preskoke iz
ni¢dimenzionalnega prostora v enodimenzionalen in naprej v dvo in trodimenzionalnen
prostor.

5.3 Vis§je dimenzije

Predstavljanje prve, druge in tretje dimenzije je preprosto. Problem nastane pri visjih
dimenzijah. Najboljsi je postopen pristop skozi nizje dimenzije. Tocka na Stevilski
premici je predstavljena z eno samo Stevilko: je vrednost oziroma lokacija. Lahko se
razume kot enodimenziinalen objekt, saj lezi na premici, ki je enodimenzionalen
element. Tocka v dveh dimenzijah je dolocljiva z dvema koordinatama (x, y), v treh
dimenzijah pa s tremi (x, y, z). Iz tega sledi, da so za tocko v Stirih dimenzijah potrebne
$tiri koordinate (x, y, z, £). Ce se prve tri koordinate (x, y, z) razumejo kot prostorske
koordinate in 7 kot ¢as, potem vse §tiri skupaj predstavljajo dogodek v prostoru in ¢asu.
Poleg prostor-Casa obstaja Se ve¢ moznih izpeljav vi§jih dimenzij. Ena izmed njih je
primer hiperkocke. Ni¢dimenzionalna kocka je tofka. Enodimenzionalna kocka je
daljica. Dvodimenzijska kocka je kvadrat. Tridimenzionalna kocka je normalna kocka
v prostoru. Pri tem veljajo naslednji podatki:

Tabela 5.4: 1zpeljava tocke v vi§je dimenzije.

Dimenzija Ime Va E4

0 tocka 1 0

1 daljica 2 1

2 kvadrat 4 4

3 kocka 8 12

4 hiperkocka 16 31

d d-kocka 2d 2Eg1 Vi

V je Stevilo temen in E Stevilo robov.
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Kocka v d dimenzijah je zgrajena iz dveh kock (druga je kopija prve) dimenzije d-1.
Ce se enodimenzionalno kocko (to¢ko) raztegne v drugo dimenzijo, nastane
dvodimenzionalna kocka, daljica. Ce se to naprej raztegne v smeri pravokotno sebi,
nastane kvadrat. Ce se kvadrat preslika na ravnino, ki je vzporedna prvi, nastane kocka
(Slika 5.4). Ce se kocko z osmimi temeni in dvanajstimi robovi preslika v nov poloZaj
in obe kocki poveZze z osmimi robovi, nastane t.i. hiperkocka (Slika 5.5). To je kocka v

cetrti dimenziji. Koordinate temen (vseh je Sestnajst) predstavljajo konveksno lupino
(Slika 5.6).

Slika 5.4 Kocka kot kvadrat potegnjen v tretjo dimenzijo.

7 s
/

e pord
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-
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s

Slika 5.5 Hiperkocka kot kocka potegnjena v Cetrto dimenzijo.
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Slika 5.6 Konveksna lupina hiperkocke.

5.4 Nekonveksna lupina niza tock v prostoru

Iz tock v prostoru je mogoce dolociti tudi nekonveksno lupino. V tem primeru zoraj
opisani algoritmi odpovejo, saj vsako tocko, ki doloca lokalno konkavnost, postavijo v
notranjost lupine. Za konstrukcijo nekonveksne lupine (Slika 5.7) je bil uporabljen
algoritem, opisan v poglavju osem.

Slika 5.7 Lupina v prostoru z lokalno konkavnostjo okoli tocke p.
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6 Voronoi diagram

Voronoi diagrami obravnavajo sosedske odnose med tockami niza N: katera tocka je
kateri najblizja, katera je od katere najbolj oddaljena, itd.

6.1 Definicija voronoi diagrama

Naj bo P = {p,, py» ..., p,,} niz to€k na ravnini. Voronoi diagram V(p;) ravnino razdeli
tako, da je diagram V(p,) sestavljen iz vseh tock, ki so vsaj tako blizu tocki p;, kot so
blizu katerikoli drugi tocki p, [8]:

Mp) = {x: Ip-x|<lp;-x|. v j=i}.

Naj bosta na ravnini samo dve toc¢ki p, in p,. Naj bo premica B(p;, p,) = By, ki
pravokotno razdeli segment p,p, na dva enaka dela. Potem je vsaka to¢ka x na premici
B, enako oddaljena od tocke p,, kakor tudi od tocke p,. Velja: | p1x| = | pzx‘ (Slika

6.1).

B12

pl

/

p2

Slika 6.1 Dve to¢ki na ravnini: | p1x| = | DX .

Ce leZijo na ravnini tri to¢ke (p;, p,. p3), te definirajo trikotnik. Razpolovnice stranic
trikornika B|,, B,; in Bj; se sekajo v tocki, ki je srediS¢e o€rtanega kroga (Slika 6.2).

Ta tocka ni nujno v notranjosti trikotnika.
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Slika 6.2 Tri to¢ke na ravnini: razpolovnice se sekajo v sredi$€u trikotniku oc¢rtanega
kroga.

Iz zgoraj omenjenih primerov je razvidno, da imajo razpolovnice B; pomembno vlogo
pri proucevanju odnosov med tockami na ravnini. Naj bo H(p;, p;) zaprta polravnina, ki
je omejena z By; in vsebuje tocko p;. Potem se lahko H(p,, p;) razume kot niz vseh tock,
ki so blize tocki p; kot tocki p;. Kot Ze omenjeno, je V(p,) niz tock, ki so blize tocki p,
kot katerikoli drugi tocki ali z drugimi besedami, to so tocke, ki so blize p; kot p,, blize
p; kot p,, blize p; kot p;, itd. UpoStevaje navedeno je mogoce napisati enacbo za
Vornoi diagram V(p;):

Vp) = Q] H(p.p),

pri ¢emer je potrebno upostevati presek preko vseh 7 in j, za katere velja i#j. 1z enacbe
sledi lastnost Voronoi diagrama: obmocja Voronoi diagrama so konveksna, ker
nastanejo kot presecis¢a vecih polravnin. Kadar so ta obmocja omejena, so to
konveksni poligoni. Robovi se imenujejo Voronoi robovi in temena Voronoi temena.
Katerakoli to¢ka na Voronoi robu ima dve najblizji tocki niza tock na ravnini, Voronoi
teme pa ima najmanj tri najbliZje take tocke.

V primeru $tirih tock na ravnini, ki oblikujejo vogale kvadrata, je to Voronoi diagram
kot je prikazano na Sliki 6.3a. Voronoi teme je v tem primeru &etrte stopnje. Ce se eno
tocko nekoliko premakne (Slika 6.3b), postane diagram normalen. Prvi primer je
izrojen zaradi centricnega polozaja Stirih to¢k na ravnini.
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Slika 6.3 Izrojen (a) in normalen (b) Voronoi diagram.

Voronoi diagram V(p,) za i = 20 tock na ravnini bi izgledal kot na Sliki 6.4.

Slika 6.4 Voronoi diagram za i = 20 to¢k na ravnini.

6.2 Delaunayeva triangulacija

Delaunayeva triangulacija nastane takrat, kadar se med seboj poveZzejo tocke na
ravnini, ki imajo skupen Voronoi rob. Delaunayeva triangulacija D(P) in Voronoi
diagram V(P) predstavljata dvojnost; isti podatki so predstavljeni na dva razlicna
nacina.

Na Sliki 6.4 je prikazan Voronoi diagram za dvajset tock na ravnini. Na Sliki 6.5 je
prikazana Delaunayeva triangulacija za teh istih dvajset tock. Na Sliki 6.6 sta
prikazana Delaunayeva triangulacija in Voronoi diagram skupaj.
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Slika 6.5 Delaunayeva triangulacija za iste tocke na ravnini kot na Sliki 6.4.

Slika 6.6 Delaunayeva triangulacija in Voronoi diagram: Sliki 6.4 in 6.5 skupaj.

6.2.1 Odnos med Delaunayevo triangulacijo in Voronoi diagramom

Za razumevanje obeh, v racunski geometrijij pomembnih struktur D(P) in V(P), je

potrebno poznati odnos med njima [8]. Naj bo P nespremenljiv niz to¢k na ravnini.

Za Delaunayevo triangulacijo veljajo lastnosti:

D1.
D2.

D3.
D4.
Ds.
Dé6.
D7.

D(P) je ravnoCrtna dvojnost V(P), po definiciji.

D(P) je triangulacija, ¢e ne obstajajo Stiri centricne to¢ke na ravnini: vsaka
povrsina je trikotnik. Ploskve D(P) so Delaunayevi trikotniki.

Vsak trikotnik grafa D(P) ustreza temenu grafa V(P).

Vsak rob grafa D(P) ustreza robu grafa V(P).

Vsak vozel grafa D(P) ustreza obmocju grafa V(P).

Meja D(P) je konveksna lupina

Notranjost trikotnikov D(P) ne vsebuje nobenih tock niza P.
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Za Voronoi diagram veljajo lastnosti:

V1. Vsako Voronoi obmocje V(p;) je konveksno.

V2. V(p,) je neomejen, Ce je p; na konveksni lupini niza tock P.

V3. Ce je Voronoi teme na sti¢is¢u V(p,), V(p,) in V(p;), potem je v srediiéu kroga
C(v), ki ga dolocajo tocke p,, p, in p;.

V4. C(v) je ocrtan krog pri Delaunayevi triangulaciji, ki ustreza v.

V5. Y notranjosti C(v) ni nobene tocke niza P.

V6. Ce je p; najblizji p;, potem je (p;,p;) rob triagulacije D(P).

V7. Ce obstaja krog skozi tocki p; in p;, ki ne vsebuje nobenih drugih tock niza P,
potem je (p;,p;) rob triangulacije D(P).

6.3 Konstrukcija Voronoi diagrama

6.3.1 Deterministicen algoritem za konstrukcijo Voronoi diagrama

Za konstrukcijo Voronoi diagrama obstaja cela vrsta algoritmov. Leta 1985 je Fortune
[8] izdelal algoritem, ki temelji na principu pregledovanja ravnine. Na prvi pogled je
nerazumljivo, kako lahko nastaja diagram za linijo, ¢e nanj vplivajo tocke na ravnini,
ki so pred pregledovalno linijo in Se niso bile pregledane.

Naj bodo tocke na xy ravnini del tridimenzionalnega koordinatnega sistema. Nad vsako
tocko naj bo postavljen stoZec z nagibom 45¢, ki ima vrh v tocki p. V tretji dimenziji je
to mogoce razumeti kot ¢as. StoZec nad tocko p predstavlja krog, ki se veca: po Casu ¢
ima radij #. Naj imata tocki p, in p, vsaka svoj stozec. Presecis¢e teh dveh stoZcev je

krivulja v prostoru, njena projekcija pa je ravna ¢rta na xy ravnini (Slika 4.7).

Slika 6.7 Projekcija prostorske krivulje na ravnino je daljica
Gledano i1z z = - oo, bi projekcije vseh prostorskih krivulj, ki so preseciSca stozcev nad

tockami p,, predstavljale Voronoi diagram na ravnini xy. To lastnost je Fortune

uporabil pri svoji metodi. Ravnina se pregleduje s pomocjo ravnine w, ki je proti
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ravnini xy nagnjena za 45°. Pregledovalna ¢rta L je preseciS¢e med ravninama 7 in xy.
Naj bo pregledovalna ¢rta L vzporedna y osi, koordinata x pa naj bo / (Slika 6.8).

Slika 6.8 StoZca presekana s pregledovalno ravnino. Ravnina 7 in ¢rta L se pomikata v
desno.

Na strani x>/ ¢rte L je od spodaj vidna samo ravnina 7. Ta zakriva del stoZcev, obenem
pa predstavlja del ravnine, ki jo je potrebno Se pregledati. Na strani x</ ¢rte L, je viden
Voronoi diagram vse do preseci$ca ravnine 7 s stoZcema. PreseciSce ravnine s stozcem
je parabola in tako je tudi preseciS¢e ravnine 7 z desno stranjo stoZcev parabola. Ta se
na ravnino xy (gledano iz z = - ) projecira kot paraboli¢no celo, ki je sestavljeno iz
vecih elementarnih parabol (Slika 6.9).

Slika 6.9 Gledano iz z = - . Odebljena ¢rta je paraboli¢no celo.
Dve paraboli se stikata v tocki, kjer se ravnina © dotika obeh stozcev. 1z prej navedenih

ugotovitev je na tem mestu Voronoi rob. Ker je pregledovalna ravnina m nagnjena pod
istim kotom kot stranica stoZca, sre€a L tocko p v trenutku, ko pregledovalna ravnina
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zadane ob stozec tocke p. Tako Voronoi diagram ne nastaja samo levo od
pregledovalne ¢rte L, ampak ves Cas tudi pod ravnino 7. Torej: Vornoi diagram nastaja
levo od pregledovalne ¢rte L, navzgor do paraboli¢nega Cela, ki za L nekoliko zaostaja.

6.3.2 Inkrementalni algoritem za konstrukcijo Voronoi diagrama

Inkrementalni algoritem za konstrukcijo Voronoi diagrama [7] temelji na postopnem
dodajanju to¢k niza P po naklju¢nem vrstnem redu; podobno kot ze opisani
inkrementalni algoritmi. Naj bo P niz tock na ravnini in V(P) Voronoi diagram, ki ga te
tocke dolocajo. Naj bo P! niz prvih i naklju¢no izbranih tock. Na vsaki stopnji i
algoritem dolo¢i Voronoi diagram V(P?). Diagram V(Pi*l) nastane iz V(P?) kot je
prikazano na Sliki 6.10.

Slika 6.10 (a) V(P?); (b) V(Pi*1); (b) obmocje S .

Naj bo S=S;,; i+1 tocka, ki je na ravnino dodana naklju¢no. Najprej je potrebno
poiskati tocko v V(P?), ki lezi v Voronoi obmocju tocke S. V tem primeru je S blizja
tocki p kot katerikoli drugi sosednji tocki v V(P?). Jasno je, da to¢ka p ne bo ve¢ del
diagrama V(Pi1) . V vsakem trenutku dodajanja i+/ je moZznih ve¢ tock p, vendar
zadostuje ena sama, ki je izbrana naklju¢no. Ostale tocke (temena Voronoi diagrama),
ki so v obmocju S, je mo¢ poiskati v diagramu V(P?). Iskanje se zacne v tocki p in je
preprosto izvedljivo, saj so sosednja temena med seboj povezana z Voronoi robovi.
Robovi, ki so temenom p sosednji, se skraj$ajo ali odstranijo. Ce ima Voronoi rob obe
koncu je potrebno dolociti Se robove Voronoi obmocja dodane tocke S. Ti robovi
povezujejo med seboj krajis€a odrezanih robov v kroZznem vrstnem redu. Mesta, kjer se
robovi odrezejo, so dolocljiva z razpolavljanjem povezav med to¢ko S in ostalimi
sosednjimi tockami. Tako dobljen diagram je V(Pi1).
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6.4 Aplikacije povezane z Voronoi diagrami

S konstrukcijo Voronoi diagrama je povezanih ve¢ aplikacij: najblizji sosed,
maksimiziranje najmanjSih kotov pri triangulaciji, najvec¢ji prazen krog, najmanjse
razvejisce, problem trgovskega potnika, itd.

6.4.1 Najblizji sosed

Problem najbliZjega soseda je iskalne narave. Potrebno je poiskati najbliZzjega soseda
doloceni tocki oziroma poiskati najbliZzjega soseda vsaki izmed tock niza P. S tem
problemom se ukvarjajo na razli¢nih podro¢jih: biologija, ekologija, geografija, fizika,
itd.

Definicija problema:

b je najblizji sosed a-ja, €e |a - b| < min, |a - ¢|, pri ceP. Lahko se tudi zapiSe a—b
ali najblizji sosed a-ja je b. Ta trditev ni simetri¢na, saj ni nujno, da hkrati velja tudi b
«a (Slika 6.11).

Slika 6.11 a—b, b—c ,d—e in d—f. b—a ne velja.

Naj bo P niz tock, preko katerega se lahko dolo¢i Voronoi diagram. Pri iskanju
najblizjega soseda tocki g se problem zreducira na iskanje Voronoi obmocja, v katerem
ta toCka lezi. Vse tocke v tem obmocju so najblizji sosedi tocki g.

6.4.2 Maksimiziranje najmanjsih kotov triangulacije
Pri analiziranju kompleksnejSih oblik se uporabljajo metode kon¢nih elementov (pri
nacrtovanju avtomobilskih lupin). Stabilnost numeri¢nega postopka je odvisna od

kvalitete razdelitve. Izkaze se, da spada Delaunayeva triangulacija med dobre
razdelitve. Naj bo P niz tock, preko katerih je izvedena triangulacija. Linijski segmenti
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razdeljena na trikotnike. Z vidika kon¢nih elementov je dobra tista razdelitev, ki
uporablja "debele" trikotnike. Izogniti se je potrebno trikotnikom z majhnimi koti. Iz
tega sledi postopek maksimiziranja najmanjSih kotov. Natancen odgovor na to je
Delaunayeva triangulacija. Naj bo T triangulacija niza P, zapis kotov te triangulacije
naj bo (o, ay,...,03,), razvri¢enih od najmanjSega do najvecjega, pri Cemer je ¢ Stevilo
trikotnikov v 7. Stevilo T je konstantno za vsak niz P. Med dvema triangulacijama
istega niza P je dolocljivo razmerje T > T' glede na njuno 'debelost', ¢e velja: oi;>a,' ali
o=a,' in a,>0,' ali a,=a,', a,=0,' in o3>0 itd. [z tega vsega sledi, da je Delaunayeva
triangulacija 7=D(P) najvecja glede na velikost kotov v odnosu 7" > T’ glede na
katerokoli razdelitev T' preko niza tock P.

6.4.3 Najvecji prazen krog

Potrebno je poiskati najve¢ji prazen krog, €igar center je v notranjosti konveksne
lupine, ki jo doloca niz tock S. Prazen v tem smislu, da v njegovi notranjosti ne lezi
nobena tocka niza S in najvecji, da ne obstaja noben tak krog, ki bi imel vec¢ji radij. V
praksi je to primerljivo z iskanjem lokacije za postavitev jedrskega reaktorja, ki naj bo
zgrajen ¢im bolj stran od naseljenih krajev. Naj bo f{p) polmer najvecjega praznega
kroga s centrom v tocki p. Poiskati je potrebno maksimum te funkcije preko vseh p-jev
v konveksni lupini S, H=H(S). Navidezno obstaja neskon¢no moZnosti za tocko
ekstrema. Izkaze pa se, da jih je kon¢éno mnogo.

Naj bo nekje v notranjosti H prazen krog s srediS€em v p, ki se mu lahko povecuje
polmer. V nekem trenutku bo ta krog zadel ob eno izmed to¢k na ravnini S = {s,....,s, }

in imel pri tem vrednost f{p). Ce krog zadane samo ob eno totko, npr. s,, potem je
jasno, da f{p) ni najve¢ja mozna vrednost. Ce se tocka p po premici iz p, pomakne
stran od s, v tocko p', potem je f(p') > f(p) (Slika 6.12).
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Slika 6.12 Krog skozi eno ali dve tocki na ravnini.

Recimo, da pri razdalji f(p) krog zadane ob natan¢no dve tocki s, in s,. Tudi v tem

primeru f{p) ne more biti najve¢ja mozna vrednost. Tocko p je mogoce po razpolovnici
S|S, pomakniti stran od s, in s, v tocko p'. Potem velja f{p")>A(p) (Slika 6.12). Iz tega
sledi, da funkcija f{p) doseZze maksimum samo v primeru, ¢e krog v enem trenutku
zadane ob najmanj tri tocke hkrati. Vsako premikanje tocke p bi v tem primeru
pomenilo priblizevanje k neki tocki in s tem manjsanje f(p). Ce je torej center p
najvecjega praznega kroga v notranjosti lupine H(S), potem mora p sovpadati z
Voronoi temenom. Ce p lezi na lupini H(S), potem mora totka p leZati na Voronoi
robu. S tem je dolocenih kon¢no Stevilo moznih tock. Med vsemi je potrebno poiskati
tisto, ki ima f(p)=max. Algoritem za najvecji prazen krog:

procedure RMax(p)
begin
dolo¢i Voronoi diagram V(S) za S;
doloc¢i konveksno lupino H;.
for za vsako Voronoi teme n do
begin
if ve H then
max f(p) s centrom v v;
end.
for za vsak Voronoi rob e do
begin
p=eNdH;
max f(p) s centrom v p;
end.
return f{p)max;
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end.
6.4.4 NajmanjSe razvejisce

NajmanjSe razvejisc¢e je problem, pri katerem je potrebno tocke niza S povezati med
seboj tako, da bo imela nastala drevesna struktura najmanjSo mogoco dolzino. V praksi
je to primerljivo z nacrtovanjem lokalnih mrez, kjer je potrebno s kablom povezati med
seboj uporabnike na razli¢nih lokacijah. Ideja algoritma je, da je potrebno med seboj
zdruziti vse najkrajSe robove e, ki povezujejo med seboj vse tocke niza G.

6.4.5 Problem trgovskega potnika

Problem trgovskega potnika je eden bolj proucevanih v racunski geometriji. Je povsem
prakti¢ne narave in ga je moc¢ uporabiti pri Stevilnih primerih. Glavno vprasanje je, po
kateri poti naj hodi trgovski potnik, da bo obiskal vsa mesta in da bo pot najkrajsa
mozna. Ali, kako z neprekinjeno ¢rto povezati med seboj vse tocke niza M tako, da bo
ta ¢rta najkrajSa mozna.

6.5 Posplositve Voronoi diagrama

Lastnosti Voronoi diagrama omogocajo posplositve v vecih smereh, kar se izkaze kot
zelo uporabno na razlicnih prakti¢nih podrocjih. Voronoi diagram je v svoji osnovi
dolocen kot niz tock, za katere velja, da ima vsaka najmanj dve najblizji tocki iz niza
to¢k P. Ena izmed posploSitev je sistem srednjih osi. Srednje osi so skup tock v
notranjosti P, ki imajo najmanj dve najblizji tocki na meji 6P mnogokotnika P. V tem
primeru prej omenjene tocke zamenja meja mnogokotnika OP. Srednje osi
pravokotnika so prikazane na Sliki 6.13. Vsaka tocka horizontalnega segmenta v
kvadratu je enako oddaljena od zgornjega in spodnjega roba mnogokotnika P. Vsaka
to¢ka na diagonalnem segmentu je enako oddaljena od tock na sosednjih robovih
mnogokonika P. Bolj kompleksen primer je prikazan na Sliki 6.14. Srednje osi imajo
drevesno strukturo. Vsaka tocka na srednjih oseh je srediS¢e kroga, ki se meje
mnogokonika 6P dotika v najmanj dveh tockah.
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Slika 6.13 Srednje osi kvadrata

Slika 6.14 Srednje osi konveksnega mnogokotnika z » == § temeni
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7 Zajem prostorskih tock

Proces modeliranja v prostoru je mogo¢ tudi na osnovi modelov, ki so dobljeni z
zajemom tock v prostoru. Tako dobljene povrSine je mogoce vkljuciti v Ze obstojeca
stanja ali jih uporabiti kot osnovo za nove modele. Zajem in modifikacija obstojecega
stanja je pomemben nacin modeliranja na podrocjih, kjer so povrSine kompleksne in za
katere popis povrSine ne obstaja. Vhodne koordinate tock so lahko urejene in
popisujejo skupine povrsin, ali pa so neurejena mnozica tock, za katere povrsine niso
opredeljene. V sploSnem so povrsine kompleksne.

Digitalizirane prostorske to¢ke je mogoce z uporabo algoritmov racunske geometrije
zdruziti v mnogokotni§ke mreze, ki tvorijo povrSine. Za zahtevne povrSine je najbolj
uporabna trikotnisSka mreza.

7.1 Mehanski sistem za zajemanje prostorskih tock

Mehanski sistem je zasnovan za zajemanje prostorskih to¢k. V povezavi z
racunalnikom je sposoben digitalizacije seznama urejenih ali neurejenih tock. Sistem je
sestavljen iz koordinatne mize, na katero je pritrjen mehanizem, sestavljen iz treh palic.
Palica, ki je pritrjena na osnovno plosco, je vrtljiva okoli svoje vertikalne osi, ostali
dve pa sta vrtljivi okoli horizontalne osi, ki gre skozi krajisc¢e palice. V vsakem izmed
treh vrtiS¢ je pritrjen potenciometer, preko katerega je mogoce dolociti kot zasuka
posamezne palice. 7Z upoStevanjem vseh treh relativnih kotov in dolZin palic, je
mogoce dolociti koordinate tocke v prostoru.

Trije potenciometri so prikljuceni vsak na svoj kanal analogno digitalnega konverterja.
Ta komunicira (podatke poSilja za vsak kanal posebej) preko LPT porta z
raCunalnikom s pomocjo programa, ki uposSteva karakteristike A/D konverterja.
Rezultat je Stevilo med 0 in 255, s katerim je mogoce dolociti kot v vsakem vrtiS€u in
preko tega koordinate dolocene tocke v prostoru.
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Slika 7.1 Mehanski sistem za zajemanje prostorskih tock.

Na sliki 7.1 je prikazan mehanski sistem za zajemanje prostorskih tock. Sestavljen je iz
treh palic (1, 2 in 3) in treh potenciometrov, ki omogocajo vrtenje v treh vrtis¢ih (A, B
in C). Na koncu tretje palice je pritrjeno tipalo. Konico tipala je potrebno postaviti na
tisto tocko v prostoru, ki se ji zeli od¢itati koordinatne vrednosti.

7.1.1 Napake pri zajemanju prostorskih tock

y y
rmﬂ
a b
r X X
y y
rmﬂx
c d
r X X

Slika 7.2 Stiri razli¢ne postavitve modela na koordinatno mizo.

Do napak pri zajemanju prostorskih tock pride v ve¢ji meri zaradi zracnosti v
potenciometrih in spojih, zanemarljivo majhen del pa prispeva netogost palic. Zracnost
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v spojih je mogoce s primerno izvedbo zmanjSati, medtem ko se na zracnost v
potenciometrih ne da vplivati. Zaradi naStetega izmerjene vrednosti odstopajo od
realnih, kar vpliva na popacenje oblike modela, ki se ga Zeli posneti. Na Sliki 7.2 so
prikazane S§tiri razli¢ne postavitve modela na koordinatno mizo in na Sliki 7.3 Stiri
predvidena popacenja oblike zaradi zracnosti v vrtiS¢ih. Senceno podrocje predstavlja
mozna odstopanja oblike za kocko, ki je bila uporabljena kot model.

X X
y ‘ y
X X
a b
z z
z X
y y
X X
c d

Slika 7.3 Popacenja oblike za Stiri postavitve modela iz Slike 7.2.
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7.2 Napajalnik

Analogno digitalni konverter deluje pri napetosti petih voltov (Slika 7.4).

220V 9v IN out
+5V
— ~ + 7805 ®
GND 2700
DCO05 | — —— _
22004F 100uF 180nF
16V 16V
9v GND
23A
|

Slika 7.4 Shema napajalnika za ADC.

7.3 Analogno digitalni konverter

Za pretvarjanje podatkov iz analogne oblike v digitalno se uporablja 8-bitni analogno
digitalni konverter ADC0838 [1] s serijskim I/O vhodom in moZnostjo uporabe do
osmih kanalov. Pri tem se lahko uporablja vsak kanal posebej (rezultat je absolutna
vrednost) ali v parih (rezultat je diferenca vrednosti na obeh kanalih).

7.3.1 Povezava A/D konverterja z racunalnikom

A/D konverter je z racunalnikom povezan preko kabla na LPT port. Shema povezave
je prikazana na Sliki 7.5.
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Slika 7.5 Povezava konverterja z racunalnikom (LPT).
V tabeli 7.1 je prikazana vezava na LPT port.
Tabela 7.1 LPT port [12].
Pin Povezava Naslov Bit Povezava z A/D
1 Not Data Strobe STROBE | 0x37a 0 CLK
10 Not Printer Acknowledge ACK 0x379 6 SARS
11 Printer Busy BUSY 0x379 7 DO
16 Not Reset Printer RST 0x37a 2 CS
17 Not Printer Selected SEL 0x37a 3 DI
18-25 GND GND

7.3.2 Komunikacija med rac¢unalnikom in ADC.

Delovanje AD konverterja je pod nadzorom programske opreme. Pretvorba se zacne s
postavitvijo linije CS (chip select) na ni¢ (Slika 7.4). Ta mora ostati na ni¢li ves ¢as
pretvorbe. Tako je konverter pripravljen sprejeti prvi bit, t.j. prvi bit dolocitve kanala, s
katerega naj poslje pretvorjeno vrednost. Cas, ki ga je potrebno aktivirati na tem mestu,
je dolocen s procesorjem in ga je potrebno poslati na CLK (clock) vhod konverterja.
Posamezno vhodno konfiguracijo se dolo¢i z MUX naslavljanjem. MUX naslov
doloci, s katerega analognega kanala bo potekala pretvorba in ali bo to samostojen
podatek ali pa bo v paru dolocal diferenco. MUX naslov je potrebno poslati na DI
(data in) vhod A/D konverterja. V Tabeli 7.2 je prikazano MUX naslavljanje za
posamezne kanale in v Tabeli 7.3 diferencialno Mux naslavljanje.
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Tabela 7.2 Mux naslavljanje za posamezne kanale.

MUX Naslov Posamezen analogni kanal

SGL/ ODD/ SELECT 0 1 2 |3 4 5 6 7 COM
DIF SIGN 1 0

1 0 0 0 + -
1 0 0 1 + -
1 0 1 0 + -
1 0 1 1 + -
1 1 0 0 + -
1 1 0 1 + -
1 1 1 0 + -
1 1 1 1 + |-
Tabela 7.3 Diferencialno Mux naslavljanje.

MUX Naslov Diferencialni analogni par

SGL/ ODD/ SELECT 0 |1 2 |3 (|4 |5 |6 |7
DIF SIGN 10

0 0 00 + | -

0 0 0 1 + |-

0 0 1 0 + |-

0 0 1 1 + |-

0 1 00 - |+

0 1 0 1 - |+

0 1 1 0 - +

0 1 1 1 - +

Zacetni bit je prva logi¢na "1" (nicle pred tem se izpustijo), ki se pojavi na vhodu
konverterja DI. Po prvem bitu konverter pri¢akuje Se Stiri bite za doloc¢itev MUX
naslova. Ko je zacetni bit prestavljen na zacetno lokacijo MUX registra (t.j. za pet mest
v levo), je s tem dolocen analogni kanal, s katerega bo potekala pretvorba. Na tem
mestu je potreben Cas 1/2 Casovne periode, da izbrani MUX kanal uskladi svoje
delovanje. SAR linija se dvigne na ena, kar pomeni, da je pretvorba v teku in da vhod
DI do konca pretvorbe ne sprejme nobenega signala vec. Po koncu pretvorbe se SAR
linija spusti na ni¢. Izhodna linija DO pride iz tristanjskega poloZaja in v Casu
usklajevalnega ¢asa odda zacetno nic¢lo. Izhodni kanal DO za¢ne oddajati osem bitov,
vsakega v trenutku padca linije CLK. Vsi notranji registri se izpraznijo z dvigom linije
CS na ena.

86



MUX naslov

SELECT
START bit ODD/SIGN bit0

7z 1 L

SGL/DIF SELECT A/D pretvorba

d

‘“‘ N S A O B e

MUX usklajevalni éas

Slika 7.6 Casovni diagram A/D pretvorbe za ADC0838 [1].

Na Sliki 7.6 je prikazan ¢asovni diagram poteka dolocanja analognega kanala in A/D
pretvorbe. Linija a predstavlja CLK (clock), b je CS (chip select), ¢ je DI (data in), d je
SARS (SAR status) in e je DO (data out). Srafirano podroéje predstavlja &as, ko DI ne
sprejema nobenih signalov.

Algoritem dolo¢anja analognega kanala in branja z DO A/D pretvornika:

procedure ReadAD(channel)
begin CS :=0;
CLK =0;
1 := Stevec bitov;
a = naslov analognega kanala po Tabeli 7.2 - najvec pet bitov;
for i:= 0 until i<5 do (* branje MUX naslova *)
begin if a[peti bit] := 1 then poslji 1 na DI else 0 na DI;
casovna perioda;
pomik a za en bit v levo;
end. (* konec branja MUX naslova *)
a := vseh osem bitov na 0;
pavza za usklajevanje delovanja;
for i := 0 until i<® do (* branje z DO *)
begin Casovna perioda;
a := prebere bit z DO po Sliki 7.4 in ga vpiSe v prvi bit;
pomik a za en bit v levo;
end.
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CS:=1; (* konec branja z DO *)
end.

Funkcija je napisana v programskem jeziku C.

Na A/D konverter (CS, CLK in DI) posilja z naslova 0x379 in bere (DO in SARS) z
naslova 0x379.

int iport = 0x379;

int oport = 0x37a;

Signal s STROBE na CLK je invertiran, zato je za postavitev CLK na ni¢ potrebno
postaviti (hkrati tudi CS na ni¢):

b=0x01;
outportb( oport, b );

Cas je doloten s spreminjanjem vrednosti na prvem bitu "0—1—0". Zaradi
invertiranosti velja:

outportb( oport, b &= OxFE ); /* prizge bit 0 */
outportb( oport, b | = 0x01 ), /* ugasne bit 0 */

Cas usklajevanja po MUX naslavljanju je dolo¢en z

delay(4);

in ga je potrebno prilagajati izbranemu A/D konverterju.

7. DO po vrsti prihajajo osmi, sedmi, Sesti itd. biti rezulatata A/D pretvorbe na BUSY
(invertiran), t.j. osmi bit. Tako je potrebno prebrano vrednost najprej prestaviti za
sedem bitov v desno (t.j. v prvi bit) in pred naslednjim branjem ves zapis za en bit v
levo.

a = (( ~inportb(iport) & 0x80) >>7 ) ‘ (a<<1);

Po koncani pretvorbi se CS postavi na ena:

b =0x02;
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outportb( oport, b );

7.4 Dolocanje koordinatnih vrednosti iz geometrije sistema

Koordinatne vrednosti to¢k v prostoru so dolocljive v odvisnosti od geometrije sistema

za zajemanje tock v prostoru. Na Sliki 7.7 je prikazana geometrija sistema.

C
z 12
B Y
B 13
T, Y, z)
11
A
X
y
d
A a /T/ X, Y, Z)

Slika 7.7 Geometrija sistema za zajemanje prostorskih tock.

Dolocitev koordinat:
d=1,* cosP - I; * cos(y—P),

koordinata x:
x=d * cosa,

koordinata y:
y=d* sina,

koordinata z:
z=1, -1, * sinP - I * sin(y—Pp).
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7.5 Zapis zajetih prostorskih toc¢k v datoteko

Program Read.C zapisuje zajete prostorske toc¢ke v datoteko "tocke.dat" preko funkcije
ReadAD(ch), ki je predstavljena v podpoglavju 7.3.2 Komunikacija med rac¢unalnikom
in ADC:

unsigned char ReadAD(int channel).

Program je narejen tako, da se v datoteko zapisujejo samo tiste tocke, ki se jih potrdi.
Pri vsakem zapisovanju se to¢ke zapisujejo na konec datoteke, s ¢imer je omogoceno
vmesno umerjanje sistema ali zamenjava tipala zaradi nedosegljivosti posameznih
delov povrsine.

zapis = fopen( "\\ | \\tocke.dat", "a" );

Funkcija ReadAD(channel) vrne vrednost med 0 in 255.

a = ((~inportb(iport ) & 0x80) >> 7 ) | (a << 1);
return a;

Ker vsi potenciometri ne delujejo v istem obmocju, je bilo za vsakega posebej
potrebno umerjanje z linearno odsekovno interpolacijo.

A - al-1/6m, +1/6m],
B - g[-1/12w, +1/127],
C-y[1/12r, 121 ].

a = ka * ReadAD(0) + na;,
b = kb * ReadAD(1) + nb;
¢ = ke * ReadAD(2) + nc;

alfa =a * pi/ 180;
beta = b * pi/ 180;
gama = c * pi/ 180;

d =12 * cos( beta) - I3 * cos( gama - beta ),
x =d *cos(alfa),

y=d *sin(alfa);
z =11-12 *sin( beta) - I3 * sin( gama - beta);

7.6 Popacenje oblike zaradi napake pri od¢itavanju

Napake, ki nastanejo zaradi neto¢nosti sistema pri zajemanju posameznih tock, se pri
oblikovanju povrsine seStevajo tako, da je popacenje oblike vecje, kot bi bilo mogoce
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pricakovati glede na napako pri od¢itavanju koordinat posamezne tocke. Na Siki 7.8 je
prikazana rekonstrukcija povrSine plasticnega loncka, narejena z algoritmom, opisanim
v 8. poglavju. Tocke so dolocene z mehanskim sistemom za zajem prostorskih tock.

Slika 7.8 Rekonstrukcija povrSine plasticnega loncka.

Na Sliki 7.9 je prikazano popacenje oblike dna loncka zaradi napake pri zajemanju
posameznih to¢k. Crtkana ¢rta predstavlja dejansko obliko in velikost dna.

Slika 7.9 Dno plasti¢nega loncka.

Kljub napaki, se je dejanski obliki mogoce priblizati s ¢im vecjim Stevilom od¢itanih
tock.
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8 Rekonstrukcija povrsin

Podan je prostorski model, ki se mu Zeli digitalizirati povr§ino. Osnovni podatek so
prostorske tocke

pi=lxp vzl e R3,i=1,..n

na povrsini telesa, ki so bile dobljene s pomo¢jo mehanskega sistema za odcCitavanje
3D toc¢k ali na kakSen drug nacin. Na podlagi od¢itanih toc¢k je potrebno narediti
rekonstrukcijo telesa oz. rekonstrukcijo njegove povrSine ali samo dela njegove
povrsine.

Naceloma odc¢itane tocke niso urejene in same po sebi ne dolocajo povrSine, ¢e pa Ze,
ta razdelitev ni nujno najboljSa. Z delnim urejanjem pri od¢itavanju to¢k je mogoce
raz$iriti moznosti rekonstruiranja in celo izboljSati kvaliteto rekonstruirane povrSine. S
tem je miSljena uporaba Delaunayeve triangulacije, ki je Ze sama po sebi najboljsa,
vendar je njen rezultat s primernim odc¢itavanjem tock mogoce Se izboljSati. Pri
urejenem odcitavanju se lahko doloci osnovni rob telesa, ki se ga Zeli rekonstruirati ali
pa se dolo¢i meja povrsine, ki predstavlja samo del povrSine celega telesa. O ostalih
tockah povrsine, ki jo je potrebno rekonstruirati, v vec€ini primerov ni nobenih
podatkov. Ne o sosednosti, ne katerih koli drugih podatkov o povezanosti, naklonih in
podobno.

Na splosno imajo lahko od¢itane tocke tudi kakSno urejenost. Lahko so urejene tako,
da so za vsako ravnino posebej (y =0, y = 1, y = 2, ...) podane vrednosti ostalih dveh
koordinat in predstavljajo zaporedje ravninskih precnih prerezov.

V nadaljevajnu je predstavljena metoda, ki iz neurejenih oz. delno urejenih tock, ki
lezijo na povrSini telesa, omogoca rekonstrukcijo telesa oz. dela njegove povrSine.

8.1 Triangulacija povrsine

Pri rekonstrukeiji povrSine so uporabljeni osnovni geometrijski elementi, ki so opisani
v poglavju 3. Osnovni element je tocka v prostoru

pi=lxpypzl e R i=1, ... n

Dve tocki v prostoru se lahko med seboj poveze z robom
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e;= pp; Za i#j.

Trije robovi, ki med seboj povezujejo tri tocke prostora, doloajo povrSino trikotne
oblike

T:=puppplzaizj=kaliT;=[e,e; e zai=j+k.

7, mnozico trikotnikov je mogoce rekonstruirati celotno ali samo delno povrSino
modela (Slika 8.1).

pl (x1,yl,zl)

el (p1,p2)

p2 (x2,y2,22) €3 (p3.,p1)

p3 (x3,y3,23)

Slika 8.1 Povrsina sestavljena iz trikotnikov.
8.2 Delaunayeva triangulacija v 2D

V Sestem poglavju je predstavljen Voronoi diagram in njegova dvojnost -
Delaunayeva triangulacija. Tako Voronoi diagram kot Delaunayevo triangulacijo je
mogoce narediti tudi preko niza tock N v prostoru. Rekonstrukcija povrsine, ki je
opisana v nadaljevanju, je triangulacija, ki temelji na pravilih Delaunayeve
triangulacije na ravnini, prenesene v prostor. Optimalni trikotniki se dolocajo s
pomocjo lokalnega postopka.

8.2.1 Najvecji prazen krog
V poglavju 6.4.3 je opisan princip najvecjega praznega kroga, ki ga je mogoce

postaviti v nek niz tock N. Pokazano je, da center p najve¢jega praznega kroga sovpada
z Voronoi temenom (Slika 8.2).
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Slika 8.2 Center najvecjega praznega kroga sovpada z Voronoi temenom.

Za odnos med Voronoi diagramom in Delaunayevo triangulacio, ki se jo Zeli doseci,
veljajo lastnosti, kot so opisane v podpoglavju 4.2.1.

D3. Vsak trikotnik grafa D(P) ustreza temenu grafa V(P).
Iz napisanega sledi, da postavljanje najvecjih (gledano lokalno) praznih krogov v niz

tock N hkrati pomeni tudi posredno doloc¢anje Delaunayeve triangulacije. Na Sliki 8.3
je prikazanih nekaj najve¢jih praznih krogov in Delaunayeva triangulacija.

Slika 8.3 Delaunayeva triangulacija in najvecji prazen krogi.

Delaunyjev trikotnik 7; = [p;, p;, py] je tako mogoce dolo€iti iz nekega roba ;= pp; in
tiste tretje tocke p,, skozi katero gre najvecji prazen krog, ki gre hkrati tudi skozi obe

.....
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8.2.2 Pregledovanje ravnine

Ko so dolocene lokalne odvisnosti med posameznimi toCkami in trikotniki
Delaunayeve triangulacije, je potrebno tako ureditev izpeljati ez ves niz N tock na
ravnini. V ta namen je potrebno ves niz toc¢k pregledati s pregledovalno ¢rto. Princip je
podoben tistemu, ki je opisan v podpoglavju 3.5.1. Pomembna razlika je ta, da je bila
pri trapezni dekompoziciji s pregledovanjem ravnine pregledovalna ¢rta ravna in je
potovala od tocke do tocke. V primeru gradnje triangulacije je primerneje, da se
pregledovalno crto prilagodi tockam in s tem robovom, ki jih povezujejo. Tako
pregledovalna Crta ne potuje od tocke do tocke, ampak od enega pregledovalnega roba,
ki je sestavljen iz vecih robov triangulacije, do naslednjega pregledovalnega roba, ki je
sestavljen iz novo nastalih robov, ki so bili dobljeni z doloanjem tretje tocke vsakega
roba triangulacije posebej. Na Sliki 8.4 je prikazan niz tock in pregledovalni rob, ki se
prilagaja tockam in zZe dolo¢enim robovom triangulacije. Pregledovalni rob potuje od
leve proti desni. Stiri razli¢ne &rte kaZejo $tiri razli¢ne poloZaje pregledovalnega roba,
ki se prilagaja obliki Delaunayeve triangulacije.

Slika 8.4 Pregledovalni rob potuje preko ravnine in se prilagaja Ze izgrajeni
triangulaciji.

Naceloma niti ni tako pomembno, kje se pregledovanje za¢ne. V tem primeru je privzet
nacin iz Grahaovega algoritma, ki je opisan v podpoglavju 4.1.1.

8.2.3 Princip tretje tocke

Zaletek pregledovanja je tako rob, ki ga dolocata najniZja, najbolj desna tocka in
tocka, ki je prva najblizja po naras¢ujocem kotu glede na os x (Slika 8.5).
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Slika 8.5 Zacetek pregledovanja niza tock N.

Tretja tocka je dolocljiva glede na polozaj srediS¢a oCrtanega kroga. Izmed vseh tock,
ki so levo od aktivnega roba rg, je potrebno izbrati tisto, katere odsek med srediS¢em
oCrtanega kroga in razpolovis¢em aktivnega roba je najmanjSi, oz. najvecji, ¢e je
srediS¢e ocCrtanega kroga na desni strani aktivnega roba. Na Sliki 8.5 je to tocka 7.
Orientiranost robov trikotnika je pomembna pri iskanju naslednjih tock. Naslednji
pregledovalni rob za Sliko 8.5 bi bil (r-#, t-g). Za vsak rob posebej je potrebno
poiskati tretjo tocko in tako naprej, dokler ni trianguliran celoten to¢k M.

8.2.3.1 Rac¢unanje polmera najvec¢jega praznega kroga

Dolocevanje tretje tocke se skréi na doloCitev srediS¢a oC€rtanega kroga. Izracun se
poenostavi, e se vse tri tocke prestavi v drug koordinatni sistem tako, da lezi rob rg na
osi x in je 7(0,0).

8.3 Delaunayeva triangulacija v 3D

Izvajanje triangulacije v 3D je precej podobno opisani za 2D. Odnos med tremi
tockami v prostoru se lokalizira in prevede v problem na ravnini. Pravilnost izvajanja
algoritma je mogoce povecati s primernim vzorcenjem. To pomeni, da morajo biti
odcitane tocke posejane dovolj na gosto, Se posebej, kadar je ukrivljenost ploskve
velika.

8.4 Proces rekonstrukcije povrsine - Delaunayeva triangulacija
V nadaljevanju je predstavljen algoritem, ki je sposoben rekonstrukcije povrSine, ki ni
nujno konveksna. Temelji na osnovnih elementih raCunske geometrije, predstavljenih v

tretjem poglavju, na lastnostih Voronoi diagrama in Delaunayeve triangulacije ter
kombinaciji raSitev iz posameznih algoritmov, predstavljenih v posameznih poglavjih.
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8.4.1 Podatkovne strukture

Uporabljene podatkovne strukture so podobne strukturi DCEL, ki je opisana v
podpoglavju 2.2.2.1, vendar so zaradi specifi¢nosti problema nekoliko poenostavljene.
Osnovni podatek so tocke v prostoru. Vrednosti koordinat x;, y; in z; so shranjene v

polju

int TISTT][3].

pri cemer je STT Stevilo vseh to¢k v prostoru in je postavljeno na zacetek datoteke
tocke.dat.
Pregledovalni rob, ki potuje preko povrsine, je dolocen s poljema

int PR[stPR][2],
int NPR[stNPR][2],

PR je aktiven pregledovalen rob, NPR je nov pregledovalen rob, ki nastaja z
dolo¢anjem tretjih tock posameznemu robu v PR. Pred premikom PR se NPR prepise v
PR. Pregledovalni rob so kazalci na tocke polja 7.

Pri vsaki novo doloceni tretji tocki je dolocen nov trikotnik, ki je del koncne
rekonstrukcije povrSine. Trikotniki so dolo¢eni v polju

int TRIK[stTRIK][3].

s tem, da se lahko stTRIK poljubno spreminja glede na Stevilo vseh tock ST7T. TRIK so
kazalci na tocke polja T; vseh je stTRIK.

Druge strukture so enake osnovnim in so uporabljene za dodatne podatke. Niz vseh
robov triangulacije - KN[szkN][2], lupina osnovne ploskve telesa, ki lezi na ravnini z =0 -
OP[stOP][2], normale za posamezne trikotnike - NOPR[stPR][3] in NONPR[stNPR][3] ter novo
nastala robova trikotnika za vsak rob PR - R1[2] in R2[2].

8.4.2 Algoritem rekonstrukcije povrsine
procedure Rekonstrukcija povrSine(STT)

begin stNPR :=0;
stTRIK = 0;
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stPR := stOP;
T [STT][3] := prebrani podatki iz datoteke tocke.dat;
PR[stPR][2] := prvi rob aktivnega regledovalnega roba;

while stPR > 0 do
begin
for iPR := 0 until iPR < stPR do
begin
ii ;= tretja tocka za posamezen rob PR[iPR][2];
if stTRIK := 0 then
begin
TRIK[stTRIK][O0] := PR[iPR][0];
TRIK[stTRIK][1] := PR[iPR][1];
TRIK[stTRIK][2] :=ii;
end.
else
begin
pregled, ¢e novo doloceni trikotnik Ze obstaja
¢e ne
TRIK[stTRIK][O0] := PR[iPR][0];
TRIK[stTRIK][1] := PR[iPR][1];
TRIK][stTRIK][2] :=ii;
end.
(* tretja tocka ii dolo¢i dva nova robova *)
R1[0] := PR[iPR][0];
RI[1] :=1i;
R2[0] =1i;
R2[1] := PR[iPR][1];
pregled, ¢e novo dolocen rob R1 Ze obstaja v PR ali NPR
ce ne
NPR[stNPR][0] := R1[0];
NPR[stNPR][1] := RI[1];
stNPR := stNPR+1;
pregled, ¢e novo dolo¢en rob R2 zZe obstaja v PR ali NPR
ce ne
NPR[stNPR][0] := R2[0];
NPR[stNPR][1] := R2[1];
StNPR := stNPR+1;
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end.
PR[stPR][ ] := NPR[stNPR][ ];
stPR = stNPR;
stNPR = 0;
end.
izpis TRIK[stTRIK][ ];
end.

8.4.3 Zacetek pregledovanja v prostoru

Zatetek pregledovanja todk v prostoru je odvisen od urejenosti odéitanih tock. Ce
toCke niso urejene, je zacetni rob lahko takSen, kot je opisano zgoraj. Druga moZznost
je, da se prepoznajo tocke, ki lezijo na osnovni ploskvi in dolo¢ajo obod osnovne
ploskve modela. Tako prepoznane tocke je mogoce urediti v pregledovalni rob. Tako
pregledovanje ne izhaja iz enega samega roba, ampak iz celotnega niza. Ta nacin je
primeren predvsem za simetri¢ne oblike.

Pri branju podatkov zapiSe funkcija BranjePod() vse tiste tocke, ki imajo koordinato z
manjSo od dopustne napake delta, v polje OP[stOP].

8.4.4 Princip tretje tocke

Za vsak rob aktivnega pregledovalnega roba PR[stPR][2] je potrebno poiskati tretjo
tocko, ki z njim dolo¢i trikotnik Delaunayeve triangulacije. Postopek poteka toliko
Casa, dokler ni triangulirana celotna povrsina telesa. Tretja tocka se za posamezen rob
doloc¢i z ravnino, ki se zavrti okoli aktivnega roba rg. Odnos med tremi tockami v
prostoru se prevede v ravninski problem, pri ¢emer gre ravnina skozi tocke », g in #.
Na Sliki 8.6 je prikazana dolocitev tretje tocke v prostoru. Skozi tocke r, g in #; se

postavi ravnina (t.j. prostorski odnos se prevede v ravninskega). Kot je vidno na sliki,
je tretja tocka novega trikotnika tocka ##,.
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Slika 8.6 Dolocitev tretje tocke v prostoru.

Na Sliki 8.7 je prikazana triangulacija za tocke s Slike 8.6.

g

Slika 8.7 Triangulacija tock s Slike 8.6.

8.4.4.1 Postavljanje lokalnega koordinatnega sistema

Koordinatni sistem se iz 3D v 2D prestavi tako, da lezi rob rg na os x tako, da je rx =0
(Slika 8.8).
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r T(ttx,0) g

Slika 8.8 Lokalni koordinatni sistem.
Naj bodo:

P11~ [x1> Yis Zl]a
P2 = [x2, 12, 2],
)% [JC3, Y3 Z3]

tocke v prostoru, ki jih je potrebno prestaviti v ravninski koordinatni sistem. Po
transformaciji so tocke:

pi=1r=1[0,0],
p2:> g~ [gx,O],
ps= tt=[1x,1y],

pri cemer velja:
gx = sqrt { (3\512'351)2 + )2t (2z0)?

Vv Vv

ttx:(t{;tvlz)/|t12
)

ty=| ('5-1 )%l

S

V novem koordinatnem sistemu je potrebno dolociti odsek, t.j. razdaljo med srediS¢em
trikotniku ocrtanega kroga in tocko 7(##x,0). Odsek racuna funkcija Odsek(), ki vrne
+d, Ce sredisce trikotniku ocrtanega kroga lezi levo od rg in -d, Ce to leZi desno od rg.

Poiskati je potrebno najmanjsi pozitiven odsek ali najvecji negativen odsek. To naredi
funkcija TretjiaTocka().
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8.4.5 Racunanje normale

Za vsak dolocen trikotnik triangulacije se postavi normalo, ki je dolo¢ena kot vektorski
produkt dveh vektorjev. Ce je znan naklon posameznega trikotnika, se lahko dologi
kriterij, katere tocke pridejo v posStev za tretjo tocko in katere ne. To je omejitev, ki
narekuje, da se pregledujejo samo tocke, ki so levo od pregledovalnega roba. Na
ravnini se je predpostavka levega testirala z vektorskim produktom, v prostoru pa se
testira z meSanim produktom treh vektorjev. Glede na njihovo orientiranost in
predznak meSanega produkta je mo¢ ugotoviti, na kateri strani se nahaja tretja tocka.

Normala za posamezen trikotnik je doloCena s:

for(n=0; n<3; n++ ) {
RG[n] =T[R2[1]][n] - T[RI[0]][n];
fﬂ[n] =T[RI[I]][n] - T[RI[0]][n];
NONPR/[stNPR][0] = RG[1]*RII[2] - RG[2]*RII[1];
NONPR/[stNPR][1] = RG[2]*RII[0] - RG[O]*RII[2];
NONPR/[stNPR][2] = RG[O]*RII[1] - RG[1]*RII[0];

Mesani produkt doloca Sestkratnik volumna, ki ga dolocajo trije vektorji. V odvisnosti
od predznaka meSanega produkta se lahko doloci, ali tretja tocka lezi levo ali desno od
pregledovalnega roba.

Mesani produkt za tri vektorje

Tg][ J-T[r][ ], NOPR[n][ J-T[r][ ] i T[u][ ]-T[r][] j&

(T[e][X]-T[r][X] ) * (NOPR[n][Y]-T[r][Y]) * (T[tt][Z]-T[r][Z] )
+ (T[e][Y]-T[r][Y]) * (NOPR[n][Z]-T[r][Z] ) * ( T[tt][X]-T[r][X] )
+ (T[g][Z]-T[r][Z] ) * (NOPR[n][X]-T[r][X] ) * (T[t][Y]-T[r][Y] )
- (T[] [X]-T[r][X]) * (NOPR[n][Y]-T[r][Y]) * (T[g][Z]-T[r][Z] )
(T[] [Y]-T[r][Y]) * ( NOPR[n][Z]-T[r][Z] ) * ( T[g][X]-T[r][X] )
(T[] [Z]-T[r][Z] ) * ( NOPR[n][X]-T[r][X] ) * (T[g][Y]-T[r][Y] );

8.5 Vhod in izhod
8.5.1 Vhod
Vhodni podatki so pridobljeni s pomoc¢jo mehanskega sistema za zajemanje

prostorskih tock (7.5 Zapis zajetih prostorskih tock). Zapisane so v datoteki
"tocke.dat". Prva se prebere vrednost STT, ki je Stevilo vseh tock v prostoru, nato
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sledijo kordinatne vrednosti posameznih tock. Vrednosti so med seboj locene s
presledkom. Primer datoteke "focke.dat" za toCke v prostoru:

81
50 -20 15
45 -15 15

Vrednosti se shranijo:

STT
TT0]1[X] T(O][¥] T(O](Z]
M1 T[] T2

8.5.2 Izhod

Program zapiSe izhodne podatke v datoteko "3DPovrs.dxf" v formatu *.dxf. S tem je
omogoceno, da se rezultat Delaunayeve triangulacije lahko pogleda in uporabiti pri
modeliranju npr. v AutoCAD-u. *.dxf datoteka je standardna ASCII tekst datoteka in
jo je mogoce poljubno spreminjati za uporabo v drugih CAD okoljih [2].

Za vnos datoteke "3DPovrs.dxf" je potrebno v AutoCAD-u vpisati
Command: dxfin File name: 3DPovrs

Poleg omenjene datoteke naredi program tudi datoteko "3Drocke.dxf", v kateri so
zapisane vse prebrane tocke iz datoteke "focke.dat" oz. polje TISTT][2].

Datoteka *.dxf je setavljena iz petih delov:

1. Header, v katerem so podani splo$ni podatki o risbi. Vsak parameter je sestavljen
iz spremenljivke in pripadajoce vrednosti.

2. Tables, v katerem so definirani uporabljeni koordinatni sistemi, Crte, oblike
uporabljenih tekstov, pogledi, itd.

3. Blocks, v katerem so definirani bloki.
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4. Entities, ki je jedro risbe. V tem delu so doloceni vsi elementi, ki so vidni na sliki.
5.  End of file.

Datoteki "3DPovrs.dxf" in "3Dtocke.dxf" imata ze vpisane prve tri dele. Program na
konec dopise Se cetrti del in zakljuCek. Vsi parametri v datoteki *.dxf, tudi
nepomembni, ki bi jih lahko izpustili, so nastavljeni nevtralno.

Oblika dela 5. Entities za izris tocke v prostoru je:

POINT

8
0

10 /x
156.0

20 Iy
31.0

30 /lz
0.0

Oblika dela 5. Entities za izris trikotne ploskve v prostoru je:

3DFACE

10 // prva to¢ka

11 // druga toc¢ka

12 // tretja tocka

13 // Getrta tocka je pri trikotnikih enaka tretji

Oblika datoteke *.dxf [2]:

0 // zatetek dela Header
SECTION

2
HEADER

// vpisani splosni podatki o risbi
0

ENDSEC // konec dela Header

0 /] zaketek dela Tables
SECTION
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TABLES
// vpisane definicije
0
ENDSEC // konec dela Tables
0 // zaletek dela Blocks
SECTION
2
BLOCKS
/Ivpisane definicije
0
ENDSEC /] konec dela Blocks
0 /] zaletek dela Entities
SECTION
2
ENTITIES
// vpisani podatki
0
ENDSEC // konec dela Entities
0
EOF /] konec datoteke * .dxf

8.6 Rekonstrukcija povrsine

Iz povrSine modela so prostorske toCke posnete s pomocjo sistema za zajem
prostorskih tock in zapisane v datoteko "focke.dat". Program naredi preko teh tock
Delaunayevo triangulacijo v prostoru, ki je najboljSa mozna triangulacija in je hkrati
tudi rekonstrukcija povrsine. Rezultat se zapiSe v datoteko "3DPovrs.dxf"

8.6.1 Oblika in Stevilo toc¢k

Kakovost rekonstrukcije povrSine je odvisna od Stevila in izbire odc¢itanih tock. Na
Sliki 8.9a je prikazan niz n = 57 tock v prostoru.

Slika 8.9 (a) Niz tock v prostoru N, n = 57; (b) robovi triangulacije.
Na Sliki 8.10 je prikazana rekonstrukcija povrsine. Vidi se, da je zaradi premajhnega

Stevila odcitanih tock, povrSina nazobcana in ne gladka, kot bi bilo pricakovati glede
na model.
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Slika 8.10 Rekonstrukcija povrSine za n = 57 prostorskih tock.

Obliko smo izboljsali s povecanjem odcitanih tock (Sliki 8.11 in 8.12).

Slika 8.12 Rekonstrukcija povrSine za n = 51 prostorskih tock.

Na Sliki 8.12 je vidna napaka pri od¢itavanju prostorskih tock.
8.6.2 Primer in uporaba

Na Slikah 8.13 in 8.14 je prikazana rekonstrukcija povrSine plastiCnega loncka.
Popacenje oblike je bilo obravnavano v poglavju 7.6. Prostorske tocke so bile od¢itane
s pomocjo sistema za zajem prostorskih tock.V prvem primeru je bil niz tock N n = 46,
v drugem pa n = 81. Vidi se vpliv Stevila tock niza N na kvaliteto rekonstrukcije.
Napaka pri od¢itavanju je zanemarljiva, saj doseganje natan¢nosti sistema za zajem
prostorskih to€k ni bila prioriteta naloge.
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Slika 8.14 Rekonstrukcija povrsine plasti¢nega loncka n = 81.

Na Slikah 8.15a in 8.15b je prikazana rekonstrukcija povrsine telefonskega aparata. Na
osnovi te je mogoce v modelirniku oblikovati kon¢no obliko.
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Slika 8.15 Rekonstruirana povrSina telefonskega aparata.

Na Slikah 8.16 in 8.17 je prikazana uporaba samo dela rekonstruirane povrSine. Na
prvi je to del plasti¢nega loncka, na drugi pa povrsina podstavka.

Slika 8.16 Del rekonstruirane povrsine plasti¢nega loncka.

N7

AT avavawt
Ny ¥ D=
DYAVAVAY K N~ qmy
s ey
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Slika 8.17 Del rekonstruirane povrSine podstavka.

8.7 Problemi

Pri rekonstrukciji nekonveksnih povrSin nastanejo problemi, ki jih pri konstrukciji
konveksnih povrSin ni. Da do napak ne pride, je potrebno poskrbeti Ze pri zajemanju
prostorskih tock. Predvsem mora biti gostota toCk vecja pri vecji ukrivljenosti

povrsine.
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9 Zakljucek

V sklopu diplomske naloge je bil izdelan mehanski sistem za zajem prostorskih tock,
ki je v povezavi z raCunalnikom sposoben digitalizacije seznama neurejenih tock, in na
osnovi algoritmov racunske geometrije izdelan nov algoritem, ki je sposoben
rekonstrukcije poljubne povrsine, ter program, ki zajete tocke prebere in iz njih na
osnovi novega algortima generira optimalno trikotnisko mreZzo.

Uporabljene so osnove racunske geometrije in deli posameznih algoritmov. Noben Ze
napisan algoritem ni zagotavljal rekonstrukcije poljubne (ne nujno konveksne)
povrsine, zato je bilo potrebno izdelati nov algoritem.

Za triangulacijo se uporablja Delaunayeva triangulacija, ki da optimalno trikotnisko
mreZo, rezultat pa je v obliki *.dxf, kar omogoca uvoz v prostorski modelirnik.

Izdelan je sistema za zajem prostorskih tock in algoritem za rekonstrukcijo povrsine ter
program za rekonstrukcijo povrSine, napisan v programskem jeziku C, ki je prenosljiv
med razlicnimi platformami.

Podrobno je predstavljen sistem za zajem prostorskih tock in nacin digitalizacije ter
povezava z raCunalnikom. Prioriteta je v prikazu funkcionalnosti in uporabnosti in ne v
natancnosti sistema. Natan¢nost je povezana s ceno in odloc€ili smo se za najcenejSo
mozno varianto.

Predstavljen je algoritem, ki je bil preizkuSen na prakticnih primerih. Rekonstruirane
povrsine so uporabne samostojno ali v sklopu vecje povrSine. V obeh primerih je
povrsino v prostorskem modelirniku mogoce popravljati ali prilagajati, ¢e v celoti ne
ustreza zahtevam nadaljne uporabe.

Prostorske trikotniSke mreze zaradi neprimerno odc¢itanih to¢k niso nujno najboljsi
posnetek realnega stanja. IzboljSava bi bila mogoca s posttriangulacijskimi metodami.
Tu gre predvsem za glajenje povrSine in optimiranje trikotniskih mrez [5]. Pri glajenju
gre za to, da so trikotniki postavljeni po pravilih Delaunayeve triangulacije, vendar to
ni nujno posnetek dejanske oblike (Slika). Navpicni ¢rtkani robovi so robovi
Delaunayeve triangulacije, vendar rekonstrukcija povrSine ni natancen posnetek
modela. Vodoravni ¢rtkani robovi bi bili robovi nove, zglajene povrSine.
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Pri optimiranju trikotniSke mreZe pa gre za zmanjSanje Stevila trikotnikov na ravnejsih
delih povrSine in za povecanje Stevila trikotnikov na delih povrSine z vecjo
ukrivljenostjo.

Slika Glajenje trikotniske mreZe. Crtkana &rta je rob po glajenju.
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Dodatek

V dodatku so prikazani pomembnejsi deli programske kode. Najprej del, ki omogoca komunikacijo racunalnika z AD

konverterjem in zapis koordinat v datoteko tocke.dat in na koncu §e del, ki naredi rekonstrukcijo povrsine in rezultat vpiSe v

datoteko 3Dpovrs.dxf.

Funkcija omogoc¢a komuniciranje z AD konverterjem.

unsigned char ReadAD(int channel)

f
1

int iport = 0x379;
int oport = 0x37a;
int i;

unsigned char a, b;
char value;

channel = (channel >> 1) | (channel << 2);

outportb( oport, 0x05 );

a = 0x18 | (unsigned char ) channel;  /* dolo¢i kanal */
b=0x01; /* clk in ¢s na ni¢ */
outportb( oport, b );

for( i=0; i<5; i++) {

if( a & 0x10)
outportb( oport, b &= 0xF7 );

else
outportb( oport, b |=0x08 );
outportb( oport, b &= OxFE ); /* ugasne bit 0 */
outportb( oport, b |=0x01 ); /* prizge bit 0 */
a=a<<l;
)
a=0x0;
delay(4);

for(i=0; i<8; i++) {
outportb( oport, b &= OxFE ); /* ugasne bit 0 */
outportb( oport, b |=0x01 ); /* prizge bit 0 */
a = ( (~inportb( iport ) & 0x80 )>>7)|(a << 1);

)

b =0x02; /* ¢s na ena */
outportb( oport, b );

return a;

——

Datoteka, v katero se zapisujejo z mehanskim sistemom od¢itane tocke.
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FILE *zapis;
zapis = fopen( "\ \\ \\tocke.dat", "w" );

Vpisane dolZine posameznih palic mehanskega sistema.

11=198;
12 =200;
13=197;

Odsekovno linearna interpolacija za kot alfa. Podobno je tudi za ostala dva kota.

if( (ReadAD(0) >= (A-44) ) && (ReadAD(0) < (A-29))) {
ka=-1;
na =45+A-44; }

else if( (ReadAD(0) >= (A-29) ) && ( ReadAD(0) < (A-15))) {
ka=-1.071428571;
na = 30-ka*(A-29); }

else if( (ReadAD(0) >= (A-15) ) && ( ReadAD(0) < (A+15))) {
ka=-1;
na=A;}

else if( (ReadAD(0) >= (A+15) ) && (ReadAD(0) < (A+29))) {
ka=-1.071428571;
na = -15-ka*(A+15); }

else if( (ReadAD(0) >= (A+29) ) && (ReadAD(0) <= (A+44))) {
ka=-1;
na = -30+A+29; }

Doloc¢anje kota v stopinjah.

a=ka * ReadAD(0) + na;
b =kb * ReadAD(1) + nb;
¢ =kc * ReadAD(2) + nc;

Dolo¢itev koordinat to¢ke v prostoru.

d=12 * cos( beta ) - 13 * cos( gama - beta );

x =d * cos( alfa );

y =d * sin( alfa );

z=11-12 * sin( beta ) - 13 * sin( gama - beta);
Zapis koordinat v datoteko.

fprintf( zapis, "\n%d\t%d\t%d", x, y, z );

BranjePod prebere podatke iz datoteke tocke.dat. Tocke, pri katerih je koordinatna vrednost manj$a od dopustne napake
delta, popravi in vpise v OP[stOP]. S pomo¢jo tega polja se dolo¢i zacetek pregledovanja.

void BranjePod( void ) {
FILE *podatki;
int i;
podatki = fopen( "\\ \\ \\tocke.dat", "rt" );
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——

fscanf( podatki, "%i", &STT );

T = (int** ) malloc( sizeof( int* ) *STT );
for(i=0; i<STT; i++)
T[i] = (int*) malloc( sizeof( int ) *DIM );
for( i=0; i<STT; i++) {
fscanf( podatki, "%i%i%i", & T[i][X], &T[i][Y], &T[i][Z] );
if( T[i][Z] < delta) {
ThlZ] = o;
OP[stOP] =1;
StOP++;

-

)

fclose(podatki);

Zapise trikotnike mreZenja v datoteko 3Dpovrs.dxf. Ta oblika zagotavlja uvoz v prostorski modelirnik. Podobna je funkcija,

ki zapisuje vse od¢itane tocke v 3Dtocke.dxf.

int

-

PisanjE( stTRIK ) {
FILE *dxf;
int i;

/* prvi del datoteke je Ze narejen */

dxf = fopen( "\ \\ \3dpovrs1.dxf", "a" );

fprintf( dxf, "ENTITIES" );

/* zapiSe trikotnie v datoteko *.dxf */

for( i=0; i<stTRIK; i++ ) {

fprintf( dxf, "\n 0\n3DFACE\n 8\n0");

fprintf( dxf, "\n 10\n%d.0\n 20\n%d.0\n 30\n%d.0", T[TRIK[i][0]][0], T[TRIK[i][0]][1].
TITRIK[i][OTI[2] );

fprintf( dxf, "\n 11\n%d.0\n 21\n%d.0\n 31\n%d.0", T[TRIK[i][1]][0], T[TRIK[i][1]][1].
TITRIK[I][TT12]);

fprintf( dxf, "\n 12\n%d.0\n 22\n%d.0\n 32\n%d.0", T[TRIK[i][2]][0], T[TRIK[i][2]][1],
TITRIK[i][2]112] );

fprintf( dxf, "\n 13\n%d.0\n 23\n%d.0\n 33\n%d.0", T[TRIK[i][2]][0], T[TRIK[i][2]][1].
TITRIK[i][2]112] );

}

/* napiSe konec *.dxf datoteke */

fprintf( dxf, "\n O\nENDSEC\n O\nEOF" );

Naslednja funkcija ra¢una dvojno povrsino trikotnika. To je uporabljeno pri dolocevanju lege srediS¢a trikotniku o€rtanega

kroga.

float

Povrsina2( float rx, float ry, float gx, float gy, float ttx, float tty ) {
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Volumen6 racuna Sestkratni volumen med $tirimi to¢kami. Za dolo¢anje poloZaja toc¢ke glede na ravnino.

float

-

Naslednja funkcija dolo¢i najnizjo to¢ko, t.j. prvo tocko prvega pregledovalnega roba.

int

——

Odsek izrauna odsek za pregledovalni rob in tretjo to¢ko. Glede na velikost in predznak odseka se dolo¢i tretja tocka.

float

return
(rx*gy)-(ry*gx) +
(ry *ttx ) - (rx * tty ) +
(gx*tty)-(ttx*gy);

Volumen6( intr, int g, int n, int tt ) {

return
(TL]XI-TIr][X]) * (NOPR[n][Y]-T[x][Y] ) * ( T[tt][Z]-T[r
+ (TIYI-T[Y]) * (NOPR[n][Z]-T[r][Z] ) * ( T[tt][X]-T
+ (TIZ)-TK][Z]) * (NOPR[n][X]-T[r][X]) * (T[tt][Y]-
- (TIEX]-TEIX]) * (NOPR[n][Y]-T(r][Y]) * (T[g][Z]-T[
- (TILY]-T][YT) * (NOPR[n][Z]-T[r][Z] ) * ( T[g][X]-T
- (TIU[Z)-T][Z]) * (NOPR[n][X]-T(r][X]) * (T[][Y]-T

NajnizTocka( void ) {

int i; /*indeks tocke*/

intm=0; /*indeks najnizje toc¢ke doslej*/

for (i=1;1<stOP;i++) {
if ((T[OP[]IY] < T[OP[m]I[Y]D) |
((T[OP[i][Y] == T[OP[m]][Y]) &&
(T[OP[]][X] > T[OP[m]][X]))
)
m=i;

)

return OP[m];

Odsek( intr, int g, int tt ) {

int a, i;
float pov2, sx, sy, d2, rx, ry, gx, gy, ttx, tty, tx2, ty2, kkt2, n2;

/* za transformacijo */

float Tn[3][2]; /* nov koord. sist. */
float t12[3], t13[3]; /* vektorja 12 in 13 */

float abs_t12; /* abs vrednost 12 */
float e12[3]; /* enotski vektor 12 */

float p, d, di, dj, dk;

for( i=0; i<=2; i++ ) {
t12[i] = T[g][i] - T[r][il; /* doloci vektor 12 */
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abs_t12 = sqrt( t12[0]%t12[0] + t12[1]*t12[1] + t12[2]*t12[2] );

for(i=0; i<=2; i++)
el2[i] =t12[i] / abs_t12;

/* p je projekcija */

p = ((t13[0]*t12[0] + t13[1]*t12[1] + t13[2]*t12[2] ) / abs_t12);

/£ 31 xel2 */

di = t13[1]*e12[2] - t13[2]*e12[1];
dj = t13[2]*e12[0] - t13[0]*e12[2];
dk = t13[0]*e12[1] - t13[1]*e12[0];

/* d je razdalja od premice do tocke */
d = sqrt( di*di + dj*dj + dk*dk );
/* to¢ke v novem koordinatnem sistemu */

sx =0;
sy =0;
rx=0;
ry=0;
gx =abs t12;
gy =0;
tx=p;
tty =d;

a=2;
ifl (rx==1ttx) [|[(gx==ttx))a=1;
switch(a ) {
case 1:
d2 =(tty * tty )/ 4;
sx =gx/2;
sy =tty/ 2;
break;
case 2:
tx2 =ttx / 2;
ty2=tty/2;
kkt2 =-(tx2 /ty2);
=ty2 - kkt2 * tx2;
sx =gx/2;
sy = kkt2 * sx +n2;
d2 = sy * sy;
break;

)
pov2 = Povrsina2( rx, ry, gx, gy, sX, sy );

/* poz d2, Ce lezi (sx,sy) levo oz. neg d2, ¢e lezi (sx, sy) desno */
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if( pov2 <0 ) return -(d2);
else return d2;

Funkcija vrne indeks tretje tocke.

int TretjaTocka( int r, int g, int iPR ) {

int i;

int iNeg, iPoz;

float dPozMin, dNegMax;
float Ods, Vol;

dPozMin =20000;
dNegMax = 0;
iNeg = 9999;

iPoz =9999;

/* zanka preko vseh tock na ravnini */

for( i=0; i<STT; i++) {

if( (i==r) || (i==g) ) goto Naslednja;

ifll=1)&&
(Povrsina2( T[r][X], T[r][Y], T[][X], T[g][Y], THI[X], THI[Y]) ==0)
) goto Naslednja;

if (1==1) goto PrviRob;

Vol = Volumen6( r, g, iPR, 1);

if( Vol >= 0 ) goto Naslednja; /* tocka je pred ravnino mora biti zadaj */

PrviRob:;

Ods = Odsek(r, g,1);
/* Ce je srediSce kroga levo - i za sx in sy */
if ((Ods>=0) && (Ods < dPozMin ) ) {

dPozMin = Ods;
iPoz=1;

——

/* Ce je srediSce kroga desno - i za sx in sy */

if( (Ods <0 ) && ( Ods < dNegMax ) ) {
dNegMax = Ods;
iNeg = i;

)

Naslednja:;
if( iNeg != 9999 ) return iNeg;
else return iPoz;

——

Preveri, ¢e so novonastali robovi pregledovalnega roba zZe bili upostevani. Podoben nacin je pri preverjanju tikotnikov.

int Pregled( int R[2], int Niz[stt][2], int stEl ) {
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int i;
if( stEl == 0 ) return 1;
for( i=0; i<stEl; i++ ) {
if( (R[0] == Niz[i][0] ) && (R[1] == Niz[i][1] )
(R[1] == Niz[i][0] ) && (R[0] == Niz[i][1] ) )
return 0;

)

return 1;

Zacetne vrednosti Stevcev:

stPR=1;
stNPR = 0;
stKN = 0;
stTRIK = 0;
BranjePod();

Dolo¢i se prvi pregledovalni rob.

PR[0][0] = NajnizTocka();
PR[0][1] = DrugaTocka();

Pregledovanje poteka, dokler je v PR $e kakSen aktiven pregledovalni rob.
while( stPR>0) {
for( iPR=0; iPR<stPR; iPR++ ) {
Dolo¢i se tretja tocka posameznem robu.

ii = TretjaTocka( PR[iPR][0], PR[iPR][1], iPR );
if( ii == 9999 ) goto NaslednjiRob;

Pregleda trikotnike. Ce novo dologen trikotnik $e ne obstaja, se ga vpise v niz.

if( PregleD( stTRIK, PR[iPR][0], PR[iPR][1],1ii) ) {
TRIK[stTRIK][0] = PR[iPR][0];
TRIK[stTRIK][1] = PR[iPR][1];
TRIK[stTRIK][2] = ii;
stTRIK++;

Pregleda vsak novo nastali rob in dolo¢i normalo trikotnika.
if( (Pregled( R1, KN, stKN)) &&
( Pregled( R1, PR, stPR)) &&
( Pregled( R1, NPR, stNPR ) ) ) {
for( n=0; n<3; n++) {

RG[n] = T[R2[1]][n] - T[RI[O]][n];
Ril[n] = T[RI[1]][n] - T[R1[0]][n];
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}

NONPR[stNPR][0] = RG[1]*RII[2] - RG[2]*RII[1];
NONPR[stNPR][1] = RG[2]*RII[0] - RG[0]*RII[2];
NONPR[stNPR][2] = RG[0]*RII[1] - RG[1]*RII[0];

Vpisuje v novo nastali pregledovalni rob.

NPR[stNPR][0] = R1[0];
NPR[stNPR][1] = R1[1];
SINPR++;

PrepiSe robove in trikotnikom pripadajoc¢e normale iz NPR v PR

for( iNPR=0; iNPR<stNPR; iNPR++) {
PR[iINPR][0] = NPR[iNPR][0];
PR[iINPR][1] = NPR[iNPR][1];

NOPR[iNPR][0] = NONPR[iNPR][0];
NOPR[INPR][1] = NONPR[iNPR][1];
NOPR[iINPR][2] = NONPR[iNPR][2];
stPR = stNPR;

stNPR = 0;

ZapiSe vhodne in izhodne poratke v datoteko *.dxf

PisanjE( stTRIK );
PisanjET( STT );
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